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第 五 章 


富 理 埃 级 数 的 发 散 


1. 法 都 的 问题 


法 都 (P. Faton) 在 他 的 “三 角 级 数 与 泰勒 级 数 ”(Acta M., 80, 1930) 
的 名 车 中 ， 提 出 如 下 的 问题 : 存在 宕 级 数 全 cw" 在 圆周 ]2| 一 1 上 到 处 


.发 散 而 满足 条 件 a 一 0o(1) 的 码 ? 


卢 金 (yaag) 于 1911 年 ,在 意大利 的 杂志 (BR. C. Palermo) 上， 给 


法 都 的 问题 以 肯定 的 回答 ， 
一 卢 金 的 需 级 数 卫 anz” on 一 0( 们 而 于 onz" 在 |}?| 


= 工 上 处 处 发 向, 


置 * 一 6 (0<9 安 2m) ,S02) 一 1 十 2 十 … 十 2 则 


Sh 
jSnCz) | sn 


当 0<b< 瑟 时 ， 
三 < | 一 | <1. 
a ob 


… 主 ， 


sin (nm 十 了 人 | 


EH 
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sin (%% 二 1) 可 sin(n 十 1) 机 务 
sn 多 mt) || sn 名 
> (n+1) 
三 
以 ww 十 1 个 分 已 


p= (v0, 1 oo, 
将 单位 图 于 等 分 成 m 十 工 个 国 弧 ， 当 


(2v—1) < 过 9 去 一 《22 -+1) 


| i 


时 ,我 们 见 到 19,(e 绽 )| >> 宇 (n+)， 作 多 项 式 
Hen (2) = (2) +2+5, (2/g) 22D 2/3) + 
e/g) 
五 (的 次 数 是 出 (a) n(n 十 2) , 每 项 系数 的 模 都 等 于 1 里 、， 
My (0) +1=1, 
js 一 出 (0) 十 由 (四 +2= 1 | 
MAa=$ OTD + 2) +3= 248", 


CTT EYE TE 


和 


那 末 > 吾 (n(2) 的 最 低 次 项 的 次 数 和 大 于 2” 五 -bt 的 最 高 次 项 的 
次 数 和 si 二 (nn 一 1) 一 Xs 一 在。 由 是 


Hou) (2) Ee 3 五 CD {2) om 下 co (2) + ee 
+ "Hn (2) + 


成 一 的 告 级 数 也 man， on 一 0(DD). 


1. 法 都 的 问题 3 
对 于 单位 加 局 上 的 一 一 点 “， 前 述 % 十 荆 个 圆 弧 (o， 1) ,* 3 (gn, yo) 
ed 出 于 
区 lm|< 关 - Etrntl) Ho 中 > lim er (n+1) = OO, 
所 以 宇 ont" 发 散 ， 从 而 Za 在 |z|= 工 上 到 处 发 散 . 
置 oe 二 4 十 记 ,, 则 oanx* 的 实 部 和 湛 部 (2=e*” 的 话 ) 分 别 是 
Beromnp—b sinng), Dla,sinnpt bsinng), 
两 者 之 中 ,， 必 有 一 个 级 数 ， 它 的 发 散 点 集 的 测度 (0 和 wp<2r) 不 小 于 w 
的 。 但 是 我 们 可 以 证 明 , 第 一 个 三 角 级 数 儿 乎 处 处 发 散 ， 从 等 式 
RS。(em) -到 [Ge (+tDD+e te 


二 [sin (ntDp+ ee e+, 


和 二 9,(z/p) 的 实 部 等 于 


1 9 spln+ 力 豆 or 0 
<- 记 + oos 可 可 人 cos [ (0+ Two (n+ 了 D 豆 | 
2 
这 里 10|<2, p= 和 n+v(n+1), 0 一 p 一 "和 当 
(2v+1) 


(27 一 直入 9<< 


(9) Ri 
时 ,19| 志 一 一 -， 因 此 


a 
| Re Zvintl) or, (2/ gp») ) -六 | 


Js+ 玛 e+Dg 


| oos[( 6 二 


el 


了 2 从 而 一 1<2<1。 在 区 间 一 1<w<1 上 ， 适合 


这 里 6 一 = 
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Nn 1 
[eosra(»+ eT + ) <ain Ti Te 
的 所 成 之 点 上 的 测度 是 小 于 4 [的 。 困 此 在 区 亲人 pz): 上 ,相应 
的 点 集 的 测度 小 于 二 T， I (»=0, 三 ', %); 在 整个 圆周 jz|=1 


上 , 具有 上 述 性 质 的 点 集 ,其 测度 小 于 Te 元 。 这 就 是 说 ， 加 周 |z| 一 1 


上 , 除开 一 个 测度 小 于 16/Iogm 的 点 集 ,在 其 他 的 点 z, 成 立 着 如 下 的 
不 等 式 : 


C Mn. 1 1 Vn 
(v)s Re (nn) — i rr 
(对 于 %, 有 一 个 2， py 一 0, 工 …, %). 因此 了 (a, cos m0 一 5 sinmg) 几 乎 
处 处 发 散 ， 事 实 上 ， | 吾 C (0，2mr) 具有 正 


的 测度 |B| , 那 末 取 
可 | <. a 和 是 | 也. 我 们 可 述 如 下 


的 定理 一 一 卢 金 的 定理 : 
定理 1 存在 系数 为 o(D 的 几乎 到 处 发 散 的 三 角 级 数 ， ， 
那 末 存在 几乎 到 处 发 散 的 富 理 埃 级 数 妈 ? 1923 年 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 一 
(A., HH. KoxmoropoB) 在 数学 基础 (Fund. Math.， 光 上 给 此 问题 以 肯定 ， 
的 回答 . 鸭 
定理 号 存在 到 处 发 散 的 ( 勒 贝 格 ) 富 理 埃 级 数 . 
【证明 】 ee 人 [用 的 了 (00), 是 利用 费 耶 核 


二 


KO)— li 


作成 的 ， 对 于 mn, 选取 适当 大 的 mo<ma<…<mu。 置 = 了 


十 工作 


$0) 7T Km (0—0%). 


当 m<h<mr 时 , G[ 归 的 第 大 部 分 和 以 ( 炒 分 是 


1. 法 都 的 问题 $5 
HT 访 Em(0-0%) 


1 [1 mhthltl } 
re 
hk 


-TK + 六 上 


v= 了 1 


十 -二 FeO 0) + 六 col(0-0%) 


。 方 括号 [了] 中 第 一 和 第 三 两 项 之 和 等 于 me Du(6 一 ww), 第 二 项 是 
正 的 ; 因此 , 当 my 所 < 之 m2y41 时 ， 
Sy, 0)>74T 只 FO- 0 
假如 号 二 1 是 2n+1 的 贡 数 悄 ， 那 末 
sin (4 于 如 ) (Ow—0) 一 一 sin(#+ 地 ) 9. 
从 而 在 28 十 1 是 2n-+1 的 整数 合 , my<h<rmmsi 的 条 件 下 ， 


| 
sin (#+ 豆 9 2 1 一 在 1 
Sx, 0) 这 一 甩 十 王 tl mvt1 9 gin (66) 
取 正 数 8 足够 小 , 作 区 间 I,= (0, 二 5, ,1—6) .我们 需要 如 下 的 
引 理 设 . oo; 01。 是 足够 大 的 整数 (mv<mavt1)， 对 于 
， OE Ls Farr1, 
有 整数 一 (9) 适合 于 


2% 二 1 _ 1 _ TYo- 工 


应 用 引 理 , 我 们 得 到 


ht 1 
Bub, 0) > Dy 
2 
4 十 4 st 22 十 2 一 《27 十 2) 
2n 十 1 < 1 本 
6 ,0 lg (nj) >0n og ", 
j<<n 一 VW 的话 ; 0 0 … 都 是 绝对 常数 ， 


noms, Ea ne 
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取 ro 很 大 ， 当 ge (0,— a 9, 十 8) 时 ,可 使 

$0 = Kn m+) >n (WV=0, 1,., 2n). 

置 f,(0) =$(9) 二 由 (9) ， 那 末 , 当 9E Ty-F TI, 0<j<n 一 Mn 时 ， 

Sx fs, 0) =B,.(g, 0) + Sr (yb, 0) 一 出 (0 二 Sx (Cw 0) 之 Ca ]og 名。 
现在 于 区 同 J y= (8,—$6, 8,+6) (=0, 1 yg 2n) 上 ,估计 Sx (fn, 0). 
我 们 将 证 

Sm (fn, 0)>Hn (0€ (0,—8, 0,+6)). 


事实 上 ， 由 于 Sm(fn, 外 之 nSm, (WW，9)， 所 以 只 要 证 明 末 项 > 


一 Qlog wn 就 好 了 首先 假设 PE (as 一 8，0o 十 3) ,大 一 Tio， 那 末 从 和 . 


“而 已 得 的 结果 ， 


上 0 一 入 
Sm(f% 0)> 六 Dm (0 0%,). 
由 于 Dm,(0 一 —0») >0, 所 以 当 ps 一 S<0 和 Dox 十 9 时 ， 


ov D> Db) 


2n 才 1 - 


1 
> TTA > lg", 
- 当 Da 一 8<0<0onrl 十 3 时 ,我 们 仍 能 得 到 
So (的 > 一 Oelogn， Nalf,, 外 > 襄 . 

由 是 ， 对 于 [0， 4 一 Vw)/ (2n 十 1)] 中 的 任 一 9， 存在 一 个 加 

>%n, 
SC Fn, [a] >0 log Li (n>n1), 
这 样 ,我 们 得 到 数列 疡 (外 (m=1,，2,…)， 它 具 有 下 述 种 种 性 质 : 
(1) fr=bt+p>0, | f1(0)d9 2 


(二) 点 集 加 (Is+Iyn+ID) (N- [mv 吉 ) 生 有 孔 ~[o, 
dN 


|. 置 和 一 reo, vamrmm 当 0E 斩 ,时 ,有 适合 于 hh<va 以 及 


Bi(fr, 0)>O10gn (0>0), 


i 


ea 


I. 法 都 的 问题 了 
取 Noya 是 够 大 ， 重 和 11>>D;(n== 1; 2, …) ， 当 .>>eXp(1) 时 ， 级 数 


S10g ww) 于 


ee 从 而 函数 
f(0) = fr.(0) (log mw) 

具有 处 处 发 散 的 富 理 埃 级 数 ， 事 实 上 , 由 于 户 .(b) >0, 所 以 

| #00)a0= fC0)1og (mw) ab 
-27 (logn) 3, 
”因此 了 (9) 具有 富 理 埃 级 数 全 [7]. 
现在 证 明 S[ 四 处 处 发 散 ， 设 
0€ Bn, t= 加 fo (logn,) 
vfn (log Ry) 二 
一 4 十 4 十 20。 


存在 如 下 的 =6(6)， 和 os4<pw， 由 是 ,假设 内 > -rp 
Sr (w, 0) 一 4 六 0， 


Se(o 0) =r( fou (log ra) ,0) >O (og ma) 


人 0)1<24+1 人 | 写 < I 
内 二 > og nm 


(4149 辕 ，(logn) 


< (4 十 2) (log mr) + 二 + 于 + …) . 
一 (85 十 4) (log macti) 二 
我 们 又 不 妨 急 设 (log ww)E> ,因此 


(B+4) (log nes) $< (8h+ A) v1<16. 
从 而 


Su(f, 下 一 中 人 0) + Slo, 人 十 总 (oo 0) >0 log (me) i—16. 


1 四 
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由 是 可 知 召 ,。 中 一 切 点 都 是 [了 f] 的 发 散 点 ; 对 可 以 很 大 ,Bx 的 极限 
点 集 是 [0,，2m 四 ,所 以 吾 [ 甩 处 处 发 散 . 
[ 引 理 的 证 明 】 我 们 探求 适合 条 件 的 x， 置 25+1 一 pC2n+ 了 D), p 
] 是 奇数 。 我 们 逐一 决定 mo，ma，…， 设 mo，z2，…，7m 已 经 定好 ， 
bE 了 十 To， 团 


sin (2+ 玛 ) (G242—0) = sin a 


则 
ca 一 (2n+1) (O22 0) /hr, 


a€[”, 喜 一 + [ 计 +w 1— |, 
n=7(6, %). 
设 po 是 一 奇数 . - 当 p 一 po，po 十 2 po 十 和 … 时 , 2wpa 取 值 
Brpor, 2rp0 十 280， Drpot dwra, 
相 邻 两 角 之 差 是 2mx， 我 们 分 为 两 个 情况 来 处 理 : 
(1) 24€ [2m, 圭 ) 
(i) aae [§,1—2]. 
由 于 24€ [27, 1 一 20] 十 红 十 2m, 2 一 2w] ,所 以 在 [0, 2z] 上 来 说 ,只 要 
假设 (和 (让 两 种 情况 就 行 了 ， 假 如 () 成 立 , 那 末了 到 最 小 的 整数 > 使 ， :| 
pen 二 2av 的 分 数 部 分 二 ， 属 p 一 po+2y, 我 们 就 得 到 sin 2xpa 之 一 


2 
假如 a 是 一 无 理 数 , 那 末 sa(s 一 1，3, 5,…) 的 分 数 部 分 
(sa) 一 8 一 [se] (3=1, 8, 8, .) 


在 区 间 中 是 币 密 的 *， 因此 ， 必 有 (sa) 沙 入 于 (2%, 污 )， 由 ( 知 有 
吃 这 就 是 说 , 当 0<a<5<l 时 ,区 间 (a, 及 中 必 含 有 一 个 (sa) 。 由 过 分 数 的 理论 ,假如 

5 是 -无理 数 ，9 是 一 正 束 歼 , 那 末 必 有 有 皮 约 分 数 卫 适 合 于 |s 一 各 |< 赫 ， 4>9. 从 而 @D 
<. 9 > 雪 的 活 , 必 有 整数 使 (Nan) 《a 四。 置 o=(so)， No 一 ao 则 (so) 是 在 区 
间 ({a; 态 中 的 。 a 
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奇数 p 适合 于 sin 2mpa 之 地 ， 假如 a 是 一 猎 约 分 数 筷 , 那 末 当 9 是 厅 
数 时 ,pop,，(po 呈 2p, (po 和 Pp, ，……， (po+29— ap 以 g 相 除 的 余数 是 

_ 两 两 相 异 的 ， 换 名 话说， 余数 是 0, 1，2，…，g 一 1 的 一 个 排列 。 当 
q>8 时 , 全 (r=0, 1，，… es 言 | 让 .假如 9 是 

侦 数 ， 那 末 所 个 数 

Pop, (pot2)p, (potd)p, …， (po g—2)p 
关于 modg 是 两 两 相 异 的 , 以 9 除 后 的 余数 是 1, 3, …, 9 一 工 的 一 个 排 
列 . 由 是 


是 
pep, (ptap ..., (po+g—2)p 
g gq 到 


的 分 数 部 分 的 一 个 排列 ， 由 于 z 
去 E(w 了 -+(Etm1 吵 


所 以 我 们 可 说 z=4, 6, 8, …， 当 9 一 4 时 ， 


于 e(o 下) 
” 当 4 一 4 时 ， 
#e(0.) 
当 g 之 6 时 ， 2 
F< 


总 而 言 之 , 即使 在 (让 的 情况 , 也 必 有 
1 
从 而 有 奇数 p 适合 于 
sin 2rpa> 二 
从 器 可 以 导出 天 当 2 委 8<9 时 , 我 们 可 取 29411 宇 20my, 引 理 证 
毕 ,定理 2 证 明 完 毕 ， 
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内 窦 (L. Neder) 于 1921 年 在 德国 的 数学 年 刊 88 上 ， 证 明 ， 对 于 
o>0, 卫 吧 一 oo 的 正 数 数列 {c}， 存 在 fo 满足 cn 一 O(aw) 且 使 宕 级 
数 王 ooz" 在 lz| 二 1 上 处 处 发 散 ， 这 个 结果 , 可 以 写成 如 下 的 形式 ; 
”定理 BS 对 于 如 下 的 数列 {a}, ox>0, 卫 吕 = co， 必 有 处 处 发 散 
的 一 对 苍 三 角 级 数 ,其 系数 适合 于 40(0w), b=0(an) 

这 里 引入 斯 捷 切 爹 (C，B. CresguHH8，HAH，1957) 的 证 明 。 证 明 的 
基础 是 下 面 的 : 

引 理 1 设 2>>24, 固定 着 8, 作 % 的 三 角 多 项 式 


D,ls, 9) = 加 oos (hv+p), 


" 则 当 a 
mT 
go 
时 ， 有 划 下 的 hk A bs 
Oh < hp, 


| 六 cos (w+p)|> 务 
【证 明 】 置办 =#2 十 gp, 则 8= 各 专业-1 一 8 十 (2 一 了 D4. 
区 间 T= [wo, We-1] 的 长 等 于 


ee 2P—i Re 23 0. 
(p—D)o>2 n> (1 3 ) "一 I 


因此 , 工 或 是 包含 长 为 斤 的 一 个 子 区 加 I,， 当 ET; 时 ， ee 
或 是 I 包含 T-, 当 ET_ 时 ， 
oosy< 一 去 ， [I 一 六 


两 种 情况 总 有 一 种 成 为 事实 ， 由 于 如 ,，…， 由 1 的 相 邻 两 点 之 差 是 4 
3z 


se < 
所 以 虹 落 在 五 (或 是 工 -) 的 个 数 不 小 于 . 
3 
+o> 生 + 如 >[ 名 > 名 硒 - 雪 亦 . 


设 岂 ET 的 最 小 和 最 大 的 下 分 别 为 如 利 妨 , 那 末 


xy 
4 te A 
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和 一 有 +I> 在 ， 
2 os (ia+ 喉 一 这 。 pp 
次 cos (8 二 由 一 训 008 煌 之 可 (一 抽 +D 之 各 


同样 可 证 在 I 的 情况 , 左 方 的 和 专 i 
总 之 . 
| 之 008 (bw 二 gp) | 六 
“可 理 证 毕 . 
其 次 ,我 们 需要 下 述 引 理 2 中 的 自然 数列 {Pn}. 
引 理 念 对 于 {gn}, 当 any0, 卫 吧 =co 时 ,存在 增加 的 自然 数列 
{pn} 适合 于 


1 4 
Dr ptpet etn > 去 = co。 


【证 明 ] 设 六 o=0，Na<N: 一 …<Nx 都 是 自然 数 ， 当 Wo，NXi， 
…, 入 ,1 已 经 定好 的 时 候 , 入 是 适合 于 ( 玉 一 Ns_i)ax 之 1 的 最 小 整数 ， 
-和 是 存在 的 ,假如 不 然 , 那 末 当 交 > 六 sa 时 ，( 六 一 冯 ， iD)awsd1,， 从 而 


工 
“0 再) 
有 背 于 Zi= 0, 由 是 , 当 %=1, 2, -… 时 ， | 
{1) (N—N,_i)ax<l (Na-i<N<N,), 


i (Nis— Ns_D) ow,>1. 
我 们 要 证 
Pn—= Ns— Na (n=1, 2, +…) 
是 适合 引 理 2 中 一 切 条 件 的 . 首先 ， 由 年 义 ，prow 盖 1， 或 是 
eh Sk 
Dn Na 二 各 下 下 十 和 > 
从 3 
人 10Rs n>1> (ps—1)ay,> (pn ~—1i) San? 
得 到 Pra>ps 一 1 因此 , Pi 和 Do 和 PD 
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最 后 证 明 Sl=00. 由 于 pnaw, 记 1 于 ow, 志 1 十 ox, 所以 


os 二 二 人， 

.因此 

Nn py" 
0 $B pu, < (La) prt, 
利用 (1 ,我 们 见 到 

Nat—l Nar+i~—1 1 _ 1 要 1 

A 

<， 1 2 

< 这 页 < 页 


将 人 和 (8) 两 式 相 加 , 得 到 
[+] > 1 _ 吕 ， 
关于 % 相 加 ,我 们 见 到 
> 去 > > o>00 (mo0). 
引 理 2 证 毕 . 
【定理 8 的 证 明 】 我 们 利用 形 如 


Trl, Y)— oo LN +h)e—hy], 
Quslo, P= sin [(N+D)o—by] 
的 互相 共 印 的 三 角 多 项 式 来 作成 所 要 的 两 个 三 角 级 数 ， 汗 


n-i 1] 1 
Yr=25 pe pn 


则 所 要 的 三 角 级 数 就 是 
S (z) ee 号 志 Ty pa (TD, yn) 2 


SO)= 袜 去 Qo, (vs yw). 


这 两 个 级 数 都 不 能 “并 项 "的, 说 , 5(z) 的 项 是 加 -1 十 Pr 一 1 阶 
的 多 项 式 , 由 于 
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入 1 十 Da 一 工 一 Ni”— 1<WN,, 
所 以 它 不 会 和 St(w) 的 第 mn 十 1 项 并 项 ， 后 者 是 从 VN， 阶 的 项 开始 的 . 
So 和 8(o) 的 互相 共 辑 是 显然 的 。 这 些 级 数 的 系数 满足 -一 一 第 允 项 
系数 一 一 

1 1 

1ex| py Bl (NuiN<Nw. 
由 于 Pr "Eow,<<0n, 所以 gs 与 54 都 是 O(an)， 
现在 证 明 S(%) 到 处 发 散 、 设 0<zo<2m, 对 于 任 一 正 整 教 纪 存在 

如 下 的 ma 


m1 1 1 1 


由 是 , 从 等 式 . a 
yo 十 各 一 2 三 
得 到 
2 
Dr 人 Du 


应 用 引 理 1 当 a 时 ,有 加 , 加 适合 名 < 有 之 pws 以 及 
> 2 cos[ (Ns,,+h) wot ky] > 坪 . 
1…] 中 的 式 子 是 S(zo) 的 一 段 ， 由 于 mm 可 以 任意 大 ， 所 以 尽 (wo) 发 散 . 
由 是 8(z) 处 处 发 散 . 
同样 可 证 S(o) 是 一 处 处 发 散 的 级 数 ， 定 理 8 证 毕 . 


下 述 定理 ， 玫 示 三 角 级 数 与 其 共 辑 级 数 之 间 收 敛 发散 问题 有 密切 


联系 . 
定理 4 设 在 正 测 度 的 点 集 召 上 , 有 概 散 而 可 以 (0C, 孔 求 和 的 三 


角 级 数 , 那 末 它 的 共 轿 级 数 在 召 上 几乎 处 外 发散， 在 特别 的 情况 , 概 


散 的 富 理 埃 级 数 的 共 斩 级 数 是 概 沿 的 . 

这 是 克 脱 醒 (Kuttner) 于 1935 年 在 伦敦 数学 会 期 刊 上 发 表 的 和 定 

理 . 
首先 建立 


1 
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引 理 设 %pn=0(1), $(z) EC (2 之 0)， ba 及 收 仑 于 5S， 
那 末 当 %w->oo 时 ， 


b= gv) $0)5, 
的 假如 卫 w 一 BC， », 那 末 
— (Ss.—8)$ (nj) > (0) Ss 
mt, $4) = ee 加 > 中 (0) 及 ， 这 里 3 一 wa 二 二 Un 
[征明 】 我 们 只 事 证 胃 (i) 的 前 段 ,其 余 的 部 分 可 以 从 此 导出 . 我 
们 见 到 


hy) = $n) —$( nl)p) =0 (FE), 


L 人 efo) = 小 (z) dz (v) -0 二). 
由 和 和 差 交 换 ， 
加 一 号 8.4， (nn) + Bp (nen) 


= Do Bn) tnow sde sn) +sp np), 


这 里 ow (n 寺 了 二 B60 十 5 十 … 二 5s， 假如 如 ==1, 由 一刀 一 … 一 0, 屠 末 
从 上 式 得 到 


$O = vt Bm) ndsa(n) + $n). 


两 者 相 结合 ,就 得 到 

ba— (Ss—8) p(n) 一 90) = 0, —8), 
SE cmzx 一 G+) 4 (n) (vy<n—1) 3 
Or, NA IN), wm 一 0 (yZPm) 。 


由 是 ,固定 ”， 当 wr>oo 时 , gw->0, 从 而 


lel <0( 有 +)<20. 


-1 4 和 
在 这 两 个 条 件 下 , 当 0,->5 时 , 荆 am(0, 一 8) 一 0。 引 理 证 毕 ， 
【定理 笃 的 证 明 】 保留 引 理 中 的 记号 , 置 多 ( 轨 一 st 那 末 ,本 
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S00) ~ 训 qo+ Se sin BO— bcon £0) 
时 , 引 理 中 的 加 就 是 ， | 
各 {S(O+ pn) 一 8 (9 一 po) DA 0) sin vm 、 


B,(0) 与 4,(9) 是 互 为 共 辆 的 。 假如 级 数 号 4.(9) 在 点 集 情 上， 可 以 
(O, 4) 求 和 于 58(0), 那 末 当 


1 
tm=0( 寺 ) 
时 , 由 引 理 , 在 召 上 成 立 着 
{0+pon) —Sa(0—pon)} ~ {9a(0) 一 8(9)jain np =oll). 


我 们 要 证 共 孝 级 数 之 B, 在 召 上 概 散 . 假如 不 然 , 设 吾 合 有 正 测 
度 的 点 集 加, 在 了 上 共 玫 级 数 收 敏 , 那 末 利 用 埃 戈 洛 夫 的 定理 , 我 们 
不 妨 假 设 和 Ba(0) 在 如 上 是 勾 剑 的， 设 x( 如 是 且 的 特征 沙 数 ， 适 


合 ; 


| x(Odmx(0), 9EB: 
的 8 所 成 之 集 为 琶 , 则 | 豆 |=| 国 |， 由 于 , 当 90E 枉 时 ， 


1 全 
bt XD L211, 
Tm 8+ 击 


of zardl (mreo)。 


”所 以 当 m 足够 大 时 , 必 有 如 下 的 Ar: 
es 


由 于 号 B(0) 在 醒 上 的 勾 敏 性 ， 所 以 Sm (9 二 pm) 一 Sn (0 一 jm) 一 0. 


从 而 
{S90) —S{(0)} sin nun=o(D. 


a Nt ra 
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但 是 sin ws> sin1, 故 必 及 (的 在 瑟 上 收敛 ,这 是 有 背 于 假设 的 因 
此 怠 B.(0) 在 如 上 概 散 定理 证 毕 . | | 

系 ”在 正 测度 点 集 五 上 收敛 的 三 角 级 数 ， 它 的 共 包 级 数 在 加 上 
概 收 合 . 

这 是 小 赖 斯 耐 (IfzecHep) 的 定理 (1935), 也 就 是 第 三 章 %8 的 定理 


i, 参见 Marcinkiewioz- Zygmund, 下, M. 26, 1936， 


之 定理 埃 级 数 的 无 界 概 散 和 有 界 概 散 


下 述 结果 , 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 首 先 发 现 的 . 
定理 1 存在 富 理 埃 级 数 , 它 在 [0， 2n] 上 几乎 处 外 无界 发 数 . 
证 明 是 利用 下 述 引 理 的 . 
引 理 ”对 于 自然 数 % 可 以 作成 正信 有 界 变 差 的 函数 
pF) = Pn ls), 
点 集 如- 召 .CC[0, 2z], 下 整数 g=gn， 正 数 隆 一 履 , 如 下 ， 
人 godr=2, | 盏 |->25， Myo 
点 2o， 有 了 一 Po 适合 P<9 和 
|S,, “(PP, Vo) | 这 好 
{证 明 】 设 


2 一 


48zr 
2 十 工 


取 适 当 大 的 表 数 ix 作 2npiw 十 1 一 Na(2n 十 了 )， 


(下 一 十 ， 2，…，,， 1) 


[一 mot) 
Pn (Ww) 一 种 (ZEJY), 
Pn lp) 一 0 (wE Wy 2or] ， 2 全 -十 … 十 Jo) 好 


ws(o>0，| plodo=s lap:(w) |< 


re 


2. 定理 埃 级 数 的 无 界 概 散 和 有 异 概 散 
区 间 : 
本 一 [w+ 号 ,mo 一 证】 (hl nD) 


基 和 J 全 一 二 9 不 相交 的 ， 因 此 ， 取 定 了 ?tw ma，…，max-i 之 
后 , 取 zx 使 当 ZE 少 _x 时 ， 


1 | gin ( Thx 十 3) (t—&) 
= 1 oO——— dl 
有 2 sin 计 作 一 区 
由 是 WA Tn, “Din 可 以 全 部 淡定 ， 
设 ZE 让 -1 >h, 在 J Rp 我 们 见 到 


Ep ee 
言 ( 一 2) 
ya 2sin 记 人 一 
1 mz sin 二 (t—x) sin Pt ( 作 一 乡 ) 
WA 2 sin 二 (一 对 ee 《2 一 乡 ) 
左 端 在 v: 上 的 积分 的 绝对 值 不 小 于 
2 
1 (a 中 3 要 < 
NN 9 gin 于 (zi 一 由 WJ 004 
jn (m+)| 1 
” 6 一 十 1 1 


ee 
4 
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1 
sin ( mo 十 可) (一 由 
2 sin 元 (一切 


Ti 


Sm (gw 1 =| 


-| 二 | 十 工 


Td 加 Jr 二 ya 


> 襄 |m(m+ 坪 ) 


际 下 1 
> rr i 


> | sin (mu 二 二) «|1ogn—2. 
记 点 集 
(es hy, | sin (mw 十 豆 ) ) > 


为 Bo 则 当 %E Gr- 时, 
下 2) | > Y logn— —2 >: Vn )., 
取 Go 一 ?ny M;= Viog% 一 2 
E846 to (Un—[Vn1), 
我 们 只 要 证 明 | 吾 | 一 2r， 首 先 估计 适合 于 
元 | 加 (mu+ 坪 ) | < VE 水- 
的 % 所 成 之 点 集 系 -1 的 测度 ， 炙 -+ 是 由 若干 个 区 间 组 成 ,每 个 区 间 含 
有 郑 数 
2 ( 于 多 
4 一 Hin mo 十 豆 jz=sin hr(2n 十 了 1) 多 
Ns 每 个 区 间 的 长 度 是 


—1 1 | 
ee - Na log 3) 


RS 2z] 中 的 零点 个 数 是 和 Ax(2w+1) 十 1 


距离 等 二 一 一 一 一 一 pm 本 1): 由 于 和 之 %, 8 之 1，| 1| = 
gy 在 水-1 中 的 零点 个 数 是 Ol)。 由 是 可 知 


下 和 一 六 ， 所 以 
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Od 
ea wn 
因此 | 五 ,| 一 | 十 … 十 | 等 于 | 


Rt (ei 
rT Bn iI -年 -0 (ris) 


=2r+0 (i )， 


logn 
从 而 | 卫 |~>2zr. 引 理 证 毕 . 
【和 定理 工 的 证 明 ] 当 WI, Na “My 既定 之 后 ， 取 Tn 适合 于 


1 
MaX (qn, rm, or) < Y 型 和 


K—l 1 
lS (pm $) | < MM,, 


”所 以 


由 于 gun(o) 之 0， 
| gu (0) dv = 2, 
oa 1 3 
| So 一 局 J pos( 2) 
”的 积分 等 于 


p> J 2 ko0. 
上 记 的 梳妆 实 扩 于 (0)， 这 是 诺 用 罕 江 证 CRbai) 的 站 下 初出 的 : 
设 再 = 到 则 | 加 | 一 2w， 当 woE 恕 时 , vo 属于 无 数 个 百 ,, 利 
用 引 理 中 的 pw, 将 (wo) 的 部 分 和 写成 Sp,s,(B， xo)， 它 等 于 
一 1 . ee 1 
J nm (Pnss To) 的 十 二 So am 人 (pm，2o)， 
由 于 Ss(f, 四 的 绝对 值 不 大 于 
.2 fl (>0), 
所 以 应 用 引 理 和 mw 的 意义 , 我 们 见 到 
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| Sy., =.($, wo) | 


二 1 /=—— ~ 1 3 
>V HM, -VY :7 ga, gm (人 吉 


>VW -2 名, 了 7 打 -- 当 VTW -总 
这 样 的 3 有 有 无 数 个 从 而 在 名 上 ， 
lim |8， (BB, to) | = 0, 


定理 证 毕 . 

上 面 的 瑟 (z) 是 不 取 负 值 的 , 我 们 称 瑟 (z) 为 柯 尔 英 哥 洛 夫 的 函数 . 

定理 2 柯 尔 莫 哥 洛 夫 函 数 的 共 罗 函 数 不 属 于 工 (0，2zx). 当 p>1 
时 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 函 数 不 属于 I?(0, 2x). 

【证 明 】 首先 建立 黎 斯 (M. Riesz) 的 定理 ， 假 如 f 和 了 都 属于 
工 (0, 3)， 那 末 当 (>>0 时 ， 

f(s)1log* f(a) E 卫 (0,， 2m)， 

这 里 log+ 工 一 max(0,， log 互 ) ， 不妨 假设 f(2) 之 1， 设 f, 了 的 普 阿 松 
积分 为 wz), 2(2); 奋 (2) =w(2) 十 训 (2), 2 一 Te”(0<7<1)。 由 柯 西 定 
理 ， 


ve ] 
Ber) OE POS lpr (Whe F700). 


取 两 边 的 实 部 , 得 到 
去 | f log ~ 2 十 咏 一 wamg 全 |ap=u(o)log “(0), 


由 于 0<varg 二 <1?|， 所 以 


芭 |。 vlog wdg& EN [vlapTiuw 0) log w(0). 
又 因 了 是 可 积 的 ,所 以 上 式 左 端 当 7->1 时 ,是 有 限 的 。 这 是 所 要 证 的 
结果 . 

因此 ,假使 (4) 的 共 二 函 数 钙 (wz) 属于 工 (0, 2x), 那 末 


2. 害 理 埃 级 歼 的 无 界 概 表 和 有 界 概 散 ”224 
$v) 1og'B 2) EL, 2n). 
我 们 妥 证 这 是 不 合理 的 . 事实 上 , 从 上 式 得 到 
fs 108: 6 040 BH) on og Do) de, 
”这 里 l 
M,= Viogn—2< vlogn. 
简写 五 一 W, 右边 第 项 中 的 积分 大 于 


人 PE 1) pe 


Lg 2 站 
mM» 10 > 之 元 log Kk 
和 Ek g' > KK VME 


EK 1 

>log E>log— < i> 10ogK, 
br Cg RE 2 
从 而 达到 如 下 的 逊 盾 ， 

| 画 (z)log+ Bn)d 


1 二 1 网 
1 _logm _ 
> 了 名 了 这 OB i a 


”由 是 可 知 甸 (wm) EL?(0, 2w), p>>1， 证 明 完毕 . 
我 们 还 应 该 注意 ， 在 任何 区 间 [o 81] 上， 2 B)， 了 从 上 面 
关于 


下 D4)1og+B (gs) ds = 00 

| (2)log*$ (2) dr= oo0, 
候 如 更 (o) EK(a,B)， 屠 末 我 们 可 以 作成 如 下 的 正 值 可 积 函 数 D1 (2) 
(0<z<2n), 在 [3, VI (a, 8) 上, Tule) —B(0), Dm) EL(O, 2m)， 
由 散 斯 的 定理 ， 
$1 (2) log*D (2) E LO, 2n). 
从 而 达到 矛盾 | 
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更 (2)1og” Bz) = (2)log' Ci(2) EL(S, 7). 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 于 1926 年 的 (巴黎 ) 科 学 院 公 报 (0. R.) 上 还 指出 到 
处 无 限 发 散 的 富 理 埃 级 数 的 存在 . 


定理 号 存在 如 下 的 (2) E 工 (0，2m)， lim Sn 于 ，%) 一 co 处 处 成 
立 , 这 里 S,《f, 2) 表示 名 [万 的 部 分 和 . 

【证 明 ] 前 节 定 理 2 的 证 明 中 的 例子 ,就 能 满足 这 蛙 的 要 求 . 

马 辛 基 维 斯 (J. Marcinkiewioz, 了 . M. 27, 1936) 指出 富 理 埃 级 数 
的 概 散 不 一 定 是 无 界 概 散 ,下 面 是 他 的 结果 . 


定理 和 是 存在 有 和 界 概 散 的 富 理 埃 级 数 ， 详 细 地 说 ， 有 勒 贝 格 富 理 
埃 级 数 人 [ 门 几乎 处 处 适合 于 


HS,(f, oD) |<, lim 8o(7, 可 < 还 Bo(/ 2). 
{证明 】 这 里 仍然 利用 作成 名 (2) 时 的 和 (2，or( 呈 是 正信 函数 ， 
在 (0, 2x) 上 的 积分 等 于 2，f,(2) =gn(2) /log 的 话 ， 
位 OV mE TY 


| (fl%) >0) | = Sm (n>00). 
时 
ES-( mx |S, Cj 加 [>5 ) 


< mm 

我 们 证 明 ; 对 于 正 数 1, 必 有 8= 3(7)， 太 一 ND, 使 当 n 之 林 时 ， 
[Be | >2% 一 他 

就 是 说 , | ( max |S(gw, | >>6 1og m) |>>2w 一 9?， 事 实 上 ,在 点 集 


=( sin (mnt 豆 ) 4|>a, ZE 水 可 

上 ， 

{Bn 2) >a log n—2 《有一 2 3，…, 9 一 Vn). 
又 因 


I 一 三 呈 一 高 ro ) 


tll 


E20 
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所 以 |mm 十 ma 十 十 mm-vm-il 一 2 二 0O(a) 十 0 (二 )， 由 是 可 知 存 在 着 
lim|( max |Sy(pw ©) |>a log n)|>p, 


nr | \ ht] mr 
这 里 wa 可 以 很 近 于 0 商户 可 以 很 近 于 23x， 从 而 对 于 有 上 税 访 如 
上 述 . 


1 oa: 
时 0% [mt 
_ dtx 了 
% 了 一 虹 十 … 十 mr， 


在 Ds。 上， 我 们 证 明 8&i(F。 由 的 绝对 值 小 子 一 个 常数 歼 。 事实 上 ,我 
们 只 要 证 明 : 
从 <0 (常数 )、 : 
设 1<5<w zo€d% 则 当 n>8 时 , 上 式 左 端 (c 一 zo) 与 log n 的 科 
积 等 于 


了 Ir 
Pall) as 
| 十 we |To— 也 


SI J Wo—t J wo—t Jus LO— ‘Vo a=Et2 Je t— Lo 
Sm mntl 21 2 
dos) mi 名 1 _1 mx 
nlogn mx 
2 1 名 
Thy+1 
+ 好 1 1 Mor+1 


niogn:. mtr1 


oy Tn2 2n 二 1 2 
ee dn ls—h—1) me 


Kk—l 1 El log 入 用 1 
人 <n es logn + ,pI <0 gn, 
两 边 除 以 log ", 就 知道 所 论 的 积分 <C。 因 此， 


24 第 五 章 党 再 埃 级 数 的 发 散 
[Si(F,, ~) | <M (2E 万 
2 

这 里 1D,| 一 (DD (到 2n+1. nlogn )>27. 

取 适 宜 的 {ndy， 函数 jc) 一 工 fu(z) 就 能 满足 所 要 的 条 件 ， 在 选 
取 正 数 wwGs 动 和 00 生态 满 足 

4 2 

之 后 ， 我 们 决定 msa 和 gx 如 下 ， 置 (2) 一 fn(2) 十 … 十 fm.(2)， 当 


p>g 时 ,适合 |Ss(Bu(2), 0) 一览 (z) | < 二 的 一 切记 成 之 点 集 ， 记 
它 和 做 Ba， 当 g 其 大 时 ，| 加 ,o| 甚 近 于 2%， 我 们 可 设 
0, 27] -Bo < 六 


当 9>>Y 人) 时 成 立 ， 又 设 9(8) 和 和 mms 中 之 大 者 为 9s， 则 可 选 定 n+ 


如 下 : 
2m ET 
(faa>a | fr (Ds, 
| Cmax | Sf 23? 2) | >M) | < 下 » 
Nt1 > My, mf > gy. 
事实 上 , 由 于 
2 1 
| fd A 


| (nax [Sifn, 四 | < M) |—>2, 


所 以 上 述 的 mys 是 存在 的 ， 这 样 , 通过 数学 归纳 法 ，{frx} 和 {g4} 可 以 
完全 决定 ， 由 于 gx 这 2， 所 以 


(2 人 
全 < 让 


从 而 函数 Fo) 一 也 疡 (2) 属于 卫 (0，2z) . 
对 于 页 有 上 适合 于 gyb<gvrr， 和 置业 (2) = 了 (ww) 一 蚊 (w), 划 
BCf, 2) 一 心 (Dy;, 2) 十 SF $+ per 2), 


由 于 


Re 人 


2. 富 理 次 级 数 的 无 界 概 获 和 有 界 概 元 “28 


18, (fora, 加 [4 f(D AB | fo (Dat 


< 


82 3 Ax | 
Gi+1 | fma (DHES | fue A= 0(1), 


所 以 当 0< 和 zs<2xr 时 ， Hm 1SiCpwr2) | 一 0， 从 而 


lim S.(@, ©) + f (0), 
这 里 gy<i<gwry， 帮 irco 含有 8 co。 由 于 上 述 8(P 9) 的 三 项 下 
达 忒 的 Si(fs 2) 的 绝对 值 几乎 到 处 小 于 对, 所 以 
~ limlS.(f, ®) |<o0. 
在 [0, 2z] 中 几乎 到 处 成 立 , 
我 们 还 要 证 明 信 [ 髓 几 乎 处 外 发散 .我 们 已 经 证 明 [0, 2x] 含 有 测 
度 为 2 的 点 集 44, 在 4 上, 成 立 着 
lim S,(B, ») ~f (2). 
时 {4 本 WN}. 
对 于 s>0 有 8 和 和, 当 n> 玉 时 ,||>2z 一 e, 从 而 | | 之 2x 一 gs. 
当 wwE 有 BB 时, woE4 并 且 azoEEo (3 2,…)， 设 
Gk 1 EE yy 
则 Si (Ff, ao 一 SG lo) + Si fn, Wo) + Che, vo), 当 x00 
时 ， 末 项 是 oCDD), 第 一 项 是 了 (zo) 十 0(，。 由 于 ooE Btw， 所 以 对 于 


HE - ' + 
mi <dm 的 ， 


max|Ss(fm,, mo) [>8 (mw>N). 


上 记 的 堤 数 % 都 在 gn-: 和 gw 之 间 , 因 此 存在 如 下 的 和 一 和 (co, 力 : 


Qi 加 < 一 gp |S, 《Fo 2o) j >G>0. 
总 结 起 来 ,有 无 数 个 适合 于 |S6(f, aa) 一 (wo) |>5. 由 是 可 知 儿 [f] 
在 五 上 发 散 ， 证 明 完毕 加 

我 们 当然 要 问 ; 存在 概 散 的 必 [ 及 处 处 满足 lim|Ss(f, < 的 
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吗 ? 这 是 富 理 埃 级 数论 中 的 一 个 严重 问题 假如 这 个 问题 具有 肯定 的 
回答 ， 那 末 必 有 有 界 函 数 f， 它 的 全 [用 在 一 个 正 测度 的 点 集 上 发 散 . 
换 句 话说 , 是 否 存在 这 样 的 有 界 函 数 是 一 个 大 问题 ， 现在 把 这 些 问 题 
间 的 联系 ,更 明显 地 写 在 下 面 : 
定理 SS 假如 有 概 散 的 儿 [ 有 ,， 它 的 部 分 和 处 处 有 界 , 那 末 必 有 有 
” 界 函 数 了 ,人 S[7] 在 正 测度 的 点 集 上 发 散 . 

【证 明 】 记 如 ,mn 一 (|S,(F，2)| <m)，B。= 二 吾 m, Zw 是 一 个 
闭 集 、 和 由 假设 ， 加 :十 吾 十 … = [0，2w]， 因此， 总 有 一 个 点 集 瑟 在 
[9, 2xw] 的 某 一 子 区 间 J 了 = [4, 58] 是 稠密 的 ， 由 于 瑟 是 闭 的 ， 所 以 
VCE 从 而 

[S.CF, ow) < (n=1, 2, 8, 2EJ), 
在 J 上 , 信 [F] 的 费 敢 平 均 o,( 玉 , 4) 的 绝对 值 也 不 大 于 #， 从 而 
[Fl(o) |<h (ET). 
假如 gp(z) 在 [0, 2 四 是 有 界 ,2(z) 一 也 (z) (zw€ 7), 那 末 信 [J 在 J 上 几 
平 处 处 发 散 . 定理 证 毕 


3 函数 的 平均 连续 性 与 级 数 的 概 艇 
设 0<o 人 Jr+0). 当 (0， 27) 中 的 了 (几乎 处 处 注 足 条 人 
BO) Th | fot — fe0) du Ou)) 


时 ,我 们 称 fo) 具有 马 辛 基 维 斯 的 (人 ) 平 均 连 续 性 . 
定理 1 设 f(z) E 工 (0,2mw), 在 [0,2w] 上 了 (w) 几乎 处 处 具有 (8#) 


平均 连续 性 ， 那 末 当 lima(D)log 工 一 co 时 ， S[ 有 ] 人 全 才 计 
{Maroinkiewioz, F', M. 27, a | . 

【证 明 】 置 9() =w04) log = 则 当 .i->+0 时 , 89( 引 一 co， 我 们 
不 妨 假 设 p() 是 候 西 数 ， 当 0<t< 和 二 时 ， 由 上 记 的 等 式 定义 着 ,在 


[0, wr] 上 9 人 具有 连续 性 . 我 们 加 证 : ee 
画 数 f(z)， 仿 Lf] 概 艇 ， 


”一 2x， 由 于 en<i 以 及 pn(o) 的 阶梯 性 ， 所 以 当 0< lu 


3、 函 数 的 平 二 连续 性 与 级 数 的 概 散 27 


由 二 在 区 间 0<i< 寺 上 ， 少 的 , 所 以 


两 者 的 染 积 < 和 也 是 如 此 设 0<a<l, 则 
a lt) =ot 2 oat LF) w(t). 
所 以 不 等 式 oo()<w(o) 当 0<a<1,0<t< 吾 时 成 立 . 
由 于 吕 ( 革 logn->oo, 所 以 存在 如 下 的 sr: 
1 <en<l, En=0(1), ssw (TE)logn->00, 
利用 前 述 柯 尔 英 哥 洛 夫 的 函数 ps(z)， 作 出 
az) 一 ao (过 ) yn(2) ， 
这 里 n>8， 因 此 六 人 z)>0 并 目 
| (00 一 2e 和 (二 )=.(D; 
除开 测度 为 0(esy 的 一 个 点 集 ， 
max |S,(f», %) 人 一 2 一 Ms。 


MI Pe 
从 而 (1S(fo 2) |>M ) -an+oGD.。 
设 信 一 二 ; 则 点 集 ,一 号 [ mw- Vs AT 一 让 {Dl 


My 


到 | fotd -fro0) [di=0 (ED 


假如 soE Du 学生 < lx|< 二 那 末 (ow) 0 
EA as|=|E fotd 


< 信 [ 充 人 . ) ey (H)<800( Mr) sn) » 
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同样 , 当 二 < | < 二 (6=1, 2 …， 内 时 ,上 式 左 端 不 大 于 


1 2 十 2 sfo( 二 )< 全 二 sio( 二 )<4evokw)。 


[| % 


总 结 起 来 , 当 lu| 羡 于 时 , 对 于 D, 中 一 切 。 成立 首 
二 | . [fz + 一 六 (oo) |di<8enw (wu). 


我 们 证 明 ， 取 适当 的 {md 函数 (2) = 辫 fa(%) 适合 我 们 的 要 


求 . 很 如 4 过 mu 过 nas 过,…<rw 已 经 决定 ， 那 末 取 ”ws 使 它 适合 下 列 几 
个 条 件 : 


fm Br < mf > | Do >2r—2 1™, 


| fin lo) do 2 bi, 


Na 8, (fu 2) | < 训 FE 型 


Tt 0 2W Oep<™ 
由 是 可 知 f(2) EL(0, 2m). 
现在 证 明 [让 是 概 散 的 。 设 


也 -| ma [SpC fr, 必 ) [>2 中 ， lim 太 ,, = 及， 


则 | 百 | =2r， 点 集 召 中 任 一 点 to 属于 无 数 个 如 ,， 设 


mss Dad 启 < Duy a 


写 着 
gj 20) — SBCf%, on) Ffm, v0)+ ,Bsn 20), 


= 了 十 1 
由于 185( gj 三 M,, “(< 有 ), 所 以 上 式 有 端 第 一 项 小 于 于 
又 因 zoC EB,,, 所 以 存在 ;; 适合 于 
| (fm, azo) | > MM,, mE) < Sm, 


利用 1SsC, 2)1<4p|。|*(2) law, 我 们 网 到 


$3， 话 数 的 平均 连续 性 与 级 数 的 标 散 ”29 


| 2 SF 本 | < D3 SR 


> 3 27 “pe 


(nny} 


co 1 机 
< 名: I CT 4. 


从 而 得 到 ji%,(f, mg|> 末 Mo 一 4. 
由 是 在 五 上 , im.(f, w) | ~oo。 所 以 名 [ 力 是 概 散 的 . 
最 后 证 明 (2) 具 有 a0) 平均 连续 性 、， 设 8>0, 2-?<e， 则 通 集 
的 测度 了 
| 也 ,| 2 一 2-9 盖 2 一 8 


( 见 +1 的 决定 )、 函数 f,(2)，…, fw) 在 闭 区 闻 队 , 2w] 上 只 有 有 
限 个 不 连续 点 , 今 以 全 长 为 e 的 有 限 个 闭 区 间 撼 盖 这 几 个 不 连续 点 , 余 
下 的 开 集 B, 是 由 有 限 个 区 间 组 成 ， 人 区 间 上 ,fn,(2),，…， fm) 


都 是 常数 .。 置 
4 一 也 有。， 


则 14.| >2m 一 28。 现在 证 明 f(z) 在 4, 的 任 一 点 mo 是 (平均 连续 
的 .事实 上 , 函数 了 (2) =, 咏 f(2) 适 合 


| [PleotD) —F(wo) |dt 


3 三 人 | Fa (zeo 二 办 一 Fas(zo) |0¢ 


全 汪 
<,D Bemw (4%) Sdw(Y), 
男 一 方面 , 由 于 EB 故 当 0< |u| < 时, 丽 数 了 (2) 一 一 (适合 
: 3 Ie0tD) Faotd)) (Ff (oo) Plo0)) 
< 站 于 人 lf 0th) flo) (at=0. 
结合 起 来 ,得 到 


30 第 五 章 ” 富 理 埃 级 数 的 发 散 
三 | [floth) ~—f (v0) [dt < dl) (lv|<8, rE A). 


定理 证 明 完毕 . 
我 们 于 第 三 章 第 三 节 引入 了 沙 勒 姆 (RSalem) 的 概 收 敛 定 理 ; 


ee i ) (30) 


[ul 


的 话 , [ 豚 概 收 伍 , 并 且 指出 此 时 名 [ 户 外 收敛 的 充 要 条 件 是 
EA 

下 面 是 马 辛 基 维 斯 的 概 敛 定理 ,在 第 三 章 85 中 已 经 证 明 过 (定理 
2) ， 这 个 定理 也 说 明定 理 1 的 正确 性 . 

定理 2 设 f(z) EL(0, 2z)， 在 瑟 [0, 2z] .上 了 (zw) 几乎 处 处 
具有 

二 -log 了 二 

平均 连续 性 , 那 末 当 || >0 时 ，E[ 放 在 召 上 概 收敛 


性 。 相互 具 弦 的 两 个 三 角 级 数 可 能 都 成 
概 散 的 富 理 埃 级 数 
下 述 引 理 , 见 之 于 险 戴 (Hardy) - 洛 各 净 斯 基 (Rokosinsl) 的 < 富 理 
埃 级 数 >: 
引 理 ”对 于 大 于 1 的 自然 数 风 存在 正 值 三 角 多 项 式 了 了 .(%)，[0， 
2zx] 中 的 点 集 EB,, 正 数 Mn; 当 woE Bn 时 ， 还 存在 Pn, 如 下 : 
-| Tw) dv=1, 
| 至,| >2r, Mi>o0, |By,,z, (Tn, 20) | > MM,, 
【证 明 】 我 们 利用 费 耶 (Foj6r) 的 核 来 作成 


-1 3 Ee 


4。 相 互 共 想 的 两 个 三 角 级 数 可 能 者 成 棋 衣 的 富 理 去 级 至 ”31 
1 | sin(itl) 喜 
K,(t) | 
3 
这 里 mnf， osz>2mx，2mx-H1= 和 Ne(2n 二 IT) (x 奇数 )， mT 
当 mmm 是 940, ,mn 中 的 一 个 数 时 ,我 们 见 到 ,ww 了 5 《ZT 2) 等 于 
> Km, (2— te) 十 > 导 + > cosjtz 一 四 上 
-之 Ka (pm) 


Crm) } 
+ 福全 > ms 十 cog j(% 0) 


-> Km Cw — mm) 


+ 训 习 + 实行 [zm(o-e)- 主 ]】 


m1 
+ 羽生 守 [Dm (2-20 -~ 于 | 


从 而 So (Ts, 0) 一 241 十 ,3 十 本 i,a， 这 里 


1 k 
Zu 一 元 二 工 Em -0, 

1 32k 十 王 
之 53 一 名 十 壮 rn a. Kn (2— 9; 
三 > ee Dn (2— mm). 


邓 十 于 4 了 HI 本 
在 区 闻 入 二 (zx 十 nw prs —n3) 32 上 , 我 们 佑 计 Zw1, vz, Zr 3 
由 于 区 i 从 一 0( 汪 5), 所 以 当 zE 4 ic 时 ， 


一 -0( 二 人 = ~“)-00, 


从 而 Zn%1 一 0C1)。 同样 , 当 zE 妨 时 ， 


Ss 1 py mrt+ 1 Ts) 
Wa % 二 1 > mr i 


1 
-5HT 访 000 
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因此 lS CIs, ®)|>|Ensl -0 (DD (Eh), 
对 于 水 。 我 们 首先 注意 ，sin ( wo 十 于) 人 zz 等 于 


met+ 雪 e-ao+(ms 寺 绾 主人 


9 豆 )(c 一 Ket1) 。 
从 而 得 到 
Zn, 3 一 


I sin( mw+ 3) 《2 一 Cy +3) 六 a 
一 一 一 -一 . 
2 si 可 (2 一 四“ 


最 后 的 和 ， 当 8<m 一 \ 如 ，26E 少时 , 不 小 于 


ey mu— mm)/2. 1 

> nw 十 1 一 尼 
ee 1 
ER Ti — A 


2n+1 2n 二 1 
> BT 0g 必 多 16 on, 


因此 我 们 得 到 如 下 的 结果 : 当 <n 一 VR%,wE 4 时， 


Oi 1 
[Sm (Tn, ©) |> Se 2 (mr CN |-00) 


2n4+1 ve 1 > 
et 2 ey log (n—#) 


> 驻 |sin (m+ 去 )*| -00D. 


Et . 1 
丑 B= {4 (| logn sin( mx 喜 ) a| >1)}, 
则 当 mo€ 五, 时， 
18。 (Ts, 2) | > ER OD >M, Moo. 
16r 
我 们 还 要 证 明 | 也 ,| ->2x, 首先 注意 do, 41，…， As_wm 的 全 长 等 于 
BT nV nln Vn, 


4 相互 共 孝 的 两 个 三 角 级 数 可 能 都 成 概 散 的 富 理 埃 级 数 33 


从 4 十 必 +… 十 dv 除去 适合 |sm { wu 十 豆 ) o| < og) 的- 切 
点 , 则 得 点 集 如 ， 每 一 Re 其 所 成 点 集 
“3 
oo 因此 ,从 总 f=0 DR -2( 说 林 ) 知 | 到 | 

一 2x， 引 理 证 毕 ， 


险 戴 - 洛 各 净 斯 基 的 定理 可 述 如 下 ， 
定理 1 存在 如 下 的 f(z) € 工 (0, 3), 它 的 共 生 函 数 jz) 也 属于 
工 (0, 2m), 并 且 [ 放 和 作 [ 力 在 [0, 2m1 上 都 是 概 获 的 . 
【证 明 】 我 们 利用 引 理 中 的 {2} 和 如 (ec)}， 取 mm<mm<… 使 
了 MW 广 收敛 ， 将 和 (za) 写成 指数 表达 式 、 
To) — Tope (hl, 2, 3 …)。 


设 V17> Mn, Vi > Ppt moe, + mm (b>1). 置 


4172 
Pn (2) -J 7, (2) 一 -一 二 -一 J > eter 


级 数 Ps(2) 十 Pn(z) 十 … 是 不 互相 并 项 的 . 由 二 理 ， 
Py d= J 


所 以 之 Pw(%) 概 族 于 一 个 函数 刀 (z) EL(0, 2m). 时 了 (6) 一 产 () 十 
凡 fa(z) ， 我 们 可 证 访 (c) 一 (2) 满足 定理 的 条 件 , 设 


五 (oO ~ 说” 信守 -thecay, 


又 设 且 =H 可， 册 | 如 一 2 ( 见 引 理 )、 又 由 引 理 以 及 了 (a) 的 项 
PP.(2) 的 定义 , 当 woE 如 时 ,存在 m 和 有, 使 


| Si ooeon| >VMi,, 


| v=0a 


这 种 和 B, 有 无 数 个 ,因此 


下 e oe 


设 Ox —0»— Lbk, 则 从 


一 co (mE 8). 


lim 


Le 
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ere — 0 C0g No 十 加 sin Remi (Can sin Fe — by o0g bo) 
易 知 人 [fi 一 (O00g hm Dr gin kr), S Lf = (Qsin ke brcos Fr). 
两 者 都 是 富 理 埃 级 数 ,由 51 的 定理 4, 所 =f 是 合乎 这 里 的 要 求 的 .证 
明 完 毕 . 
系 ”函数 族 五 中 有 函数 (2) = ow 在 1z|=1 上 松散 ， 
【证明 】 利用 定理 中 的 co 作 宕 级 数 臣 (2) = 三 exz*，、 我 们 只 要 证 明 


| iB(res) [dz=0(D) (0<r<1) 


好 了 ， 由 于 

6- 去 OD+U ODT 
所 以 (loro) laz< | FO) + ls. 
证 明 完毕 . 


与 ， 富 理 埃 级 数 的 概 散 点 集 可 以 为 任意 的 色 集 
要 作成 如 题 所 述 的 信 [ 峰 , 首先 建立 下 面 的 
引 理 设 [c, 四 和 re CC0,2w)。 对 于 很 小 的 正 数 & 以 及 很 大 
的 自然 数 访 , 存在 如 下 的 三 角 和 多项式 Tw(%) 二 (%)， 
T(2) = 2 (ax oos hw+ bi in jm), gq>p>N, 
人 Polac<s 


假如 zE [c, 由 ， 屠 末 有 如 使 Ss.(T, 二 |> 二 ; 当 2€ [0,2m] 一 fa 如 
时 ， 
Si(T, o)|<e (f=0,1,2,.). 
【证明 】 “由 柯 尔 英 哥 洛 夫 的 定理 , 存在 处 处 无 限 发 散 的 @[ 旋 . 现 
.在 从 了 作出 户 。 
fw)—f(%) (ec<e<d), 
fi(2)=0 (0 入 2<e dv),. 


办 


5， 窗 理 埃 级 数 的 概 散 点 集 可 咏 为 任意 的 Go 集 


起 收敛 的 局 部 性 原理 , 人 G[f1] 在 [0, 0) 十 (4, 2] 上 收敛 ,在 (c, 0) 上 无 
撒 发 散 ， 假如 有 [站 在 3 一 和 4 一 & 都 是 无 限 发 散 ， 那 末 取 刻 为 9: 


(2) 三 f(z). 假如 不 然 , 那 末 取 连续 函数 r(z) 使 名 [zi oj 或 是 信 [5; 要 


无 限 发 散 ,在 [0, 2w] 一 [c, 由 ,Tw) 一 0， 总 之 , 9(2) 二 fi(2) 十 TY 二 的 
全 [gj 在 [ce, 可 上 无 限 发 散 , 在 [0,， 2z] 一 了 fc, Q], plz) 一 0， 潮 . 


lpl=|, lp(® las, 下- 二 二 3e， 


(z) 


6=min (1, &, ec—&, 6—D), V2)= 2 


刚 | [Ka qz 一 3e2-/W， 出 于 名 [由 在 [e, 四 上 是 无 限 发 散 ， 所 以 


对 于 [e, 和 ] 中 的 任 一 点 4， 有 如 下 的 no 
[Slb, 2) |>M, 

从 而 有 有 “的 邻 域 (2 一 ?4 2 十 0o)， 当 #E (4 一 19x, 2 十 ?7 时, 成立 着 
[Sh, ©) |>M, 

由 波束 耳 - 哈 伊 纳 的 掩盖 定理 ,有 有 限 个 (2 一 ms,% 十 7%) 可 以 掩盖 [c, 可， 

因此 存在 着 工 适 合 

NS<m<L, Sh, |>M (ge€ [ro da]). 
由 于 工 (0, 2m) 中 的 函数 由 (z) 在 点 集 [0,， 2z] 一 [c, 四 上 取 值 0, 所 


,以 存在 导数 x' (四 属于 C(0，2m) 的 周期 函数 a(%), 周期 是 2xw, 适合 


«(2) =0 (ze [0, 9] 一 [o ), -al < 


又 因 a(w) 在 [0, 2w] 上 积分 等 于 a(2mw) 一 a(0) 一 0, 故 当 a (2) 用 三 角 
多 项 式 B(o) 来 逼近 时 ，B(2) 常数 项 为 0, 阶 数 名 之 了 并且 适合 


ie 四 一 8(w < (0<v<2n). 


置 了 (2) -| BU dt 3 (Gu cos Foi+ by sin Pr), 
Tm 3 
则 e201 yale, mu 一 工 |，7(a ooa aaa 


b= Yo)sin oaa 
O% wo 7 ? 
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这 里 有 > 蕊 由 是 
[lalw) —y (2) |<6e27 TD, je 一 诈 <362T 
从 而 ly—y|<6s27L, Jyl<6s(4N).,. 
由 于 ja(w) 一 7(2)! < 之 6e27TL1 以 及 ao) 一 0 在 0 2m] 一 [6, 条 上 成 
立 , 所 以 在 [0, 2m] 一 [c, 中 上 ,成 立 着 


[2) |<6e27L!, |Y (2)|l=|B(2) |<6s2 7 一， 
现在 证 明 三 角 多 项 式 (2) 一 总 (ox cos hw 十 brsin hr) 满足 引 再 中 
一 切 条 件 ， 首 先 由 于 |y|<8s/4NW, 所 以 
je [T(z) Ido OD (ay cos hw besin he) | 
<(2N 十 人 网 [yo) lao< toe. 
其 次 , 设 2E [e, 4], 则 . 
S(T, £) | 一 


人 (7，2) 一 bp (ck cos Fw- brsin Fg) | 
|S, o)| -2N| [7C0) dz 一 [So 人 一 ©) | 
宇 了 HE- 2N -全 一 (2ne 二 1 | 一? 
> 工 + 3e 一 (CN 十 DJ- 一 总 > 二 I 
最 后 ， 当 0< 名 一 如 < 时 ,我 们 见 到 
[encoreeee en) 
<2n ( 委 +2)<2. 
设 2€ [0, o] 二 [2 2 四 ， 则 
B,Cy, Dd =) yOD G0) EY Do) 
ro 
第 一 个 积分 ra(@) 等 于 
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急于 有 r+ 
I yw) je D,(u—s) eh, y(t) 9 ,Dr(w~)du tt, 
因此 ， 


1 6s 1 8e 
|7x(o | 到 亏 + 二 7 25.27 Tz 
1 | faxte—o sin na 二 这 (t—%) 
rs 2 sin 去 (t—%) 
1_bl < 8 


< 
2 gin 0 < 三 2 8 


合并 起 来 , 得 到 |S。(Y， 区 |< 扎 ;但 vz€& [0， a]+[, 2w]。 但 是 


呈 (lowl+lmD<2w 人 ly(@ |dv<2N 志和 < 名， 
所 以 ,从 
Ts) 一 7 (2z) 一 2 (execos zz 十 和 sin hw) 


”得 到 
[S(T, 2) | < |S,y, 2) FB, 0 ,< 
” 引 理 证 明 完 毕 . 
” ”利用 这 个 引 理 ,就 可 以 证 明 下 述 采 类 (K. Zeller, Archiv der Math. 
6, 1958) 的 定理 了 . 
定理 1 设 召 是 [0， 2x) 中 的 Gs 集 , E+E= [0, 2x), EE=0, 
则 必 有 勒 贝 格 - 富 理 埃 级 数 信 [有 ] 在 召 上 收 全 , 在 本 上 无 限 发 散 . 
{证 明 ] 当 召 =0, 脏 ,= [0, 2m) 时 ， 定 理 1 是 已 知 的 事实 ， 因 此 
我 们 不 妨 假 设 0 属于 召 ， 从 而 及 (0, 2x)， 由 于 吾 是 仿 集 ， 所 以 


(0,2m) 中 有 开 集 0,，0s,… 适 合 及 一 代 时 
Gn=O10a%O (n=1, 2, '*1), 


则 是 递 碱 的 ， 思 一 全 Gs gf 都 是 (0，2m) 中 的 开 集 ， 开 乐 是 可 列 无 
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限 个 开 区 间 的 和 . 开 区 间 (a, 8) 是 可 列 无 限 个 闭 区 间 的 和 (a, 8) = 
Y[, 8]. 当 z6E (am, B) 时 , 至 多 只 有 两 个 [as, BJ 例 有 ,w， 由 是 可 知 ; 
每 一 da 


0 [eg 2 = 2 Fe, At], - 

ep, 69] oD [cD, oP; 

当 wEG4 时 , 含有 z 的 [0 ，58] 不 出 两 个 ， 因 此 , 加 ,的 每 一 点 4， 属 
于 无 数 个 [a 久 ,2 人 ] ， 也 属于 无 数 个 Fe 4 站 ]。 改换 区 间 的 号 码 , 将 一 
切 [4 ，5P] 写成 [4x, Bx], 一 切 [ec 只， a 站] 写成 [cx, dj， 且 使 

| [ex, Gx] Ear, x] (FE=1, 2, .). 

由 十 ， Fi = I [a, 6:] 一 下 2 [cx, Ox]. 
由 引 理 ， 对 于 任何 Ek(F=1, 2, 1)， 存在 如 下 的 Th (2): 
Tp) = p> (Qn x oos ng ba sin ng), ge>py, 


位 | 加 四 lao<32m 
SDr, P)<2(2E [0，2or] 一 [a@r, bx] ); 
当 wE€ [ex x] 时 ,存在 2 人 使 
[Sop (Tr, 2) |>2 (pH <n). 
我 们 证 明 (2) 一 Ti (2) 十 Ta(2) 十 … 是 满足 定理 中 的 一 切 条 件 的 . 
由 于 


las<2) iT (0 as< B27*<o, 


所 以 了 (%) EL(0, 2w)。 又 因 h>>ge-1s 所 以 了 (2) 一 芝 Tx(w) 中 的 任何 
两 个 T(z) 并 不 并 项 . 
现在 证 明 它 [ 媳 在 雇 ] 上 无 界 发 散 . 设 %E€ 五 1, 则 
mE [on dn] (C=1, 2,.); 
因此 | 
Sy (Cf, 2) —So1(f, 2) | = |Sppo Th, 2) |>2%. 
其 次 证 明 [用 在 如 上 收 敏 ， 当 zE 吾 时 ,，zE 吾 :， 从 而 


6. 瑟 中 的 富 理 埃 级 数 的 更 序 级 数 可 以 概 散 ”39 
z€ [0, 2x] — [es, b] (G6). 
|[S;, (PD, ££) | <27 G6, n=1, 2,.), 
对 于 正 数 s， 取 丸 > 各 适合 于 忆 2-*< 于 es， 当 nm>N, D>0 时 ， 


Buss(f, ©) —Sn(f, 2) ~— B) [Ssto (Tr, ©) —Sa (Ph, 2)] 


十 | Bro Th, ») 了 及 。 (Ts, 你 )。 
名 如 之 b， 那 玉 上 式 最 后 两 项 的 绝对 值 之 和 小 于 
> 2 一 十 六 于 < 和 十 可 = 8。 


取 和 ai 使 Sa(To on 一 Zoo) 二 Sn(Tx, 2) 当 n>Ni, 0<h<N, p>0 时 
成 立 . 因此 ,wmax(X，WNi) 时 ,在 @E 吾 , 成立 着 

| Sa 了， ») —Snlf, 作 ) | <8, 
证 明 完 毕 . 


G6，L? 中 的 富 理 埃 级 数 的 更 序 级 数 可 以 概 数 


1927 年 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 和 孟 沧 夫 (1. E. MeHsmos) 在 (德国 ) 数 学 
时 刊 第 26 卷 上 指出 ; 存在 到 中 的 各 [有 门 , 经 过 适当 的 更 序 , 新 得 的 级 
数 可 以 几乎 到 处 发 散 ， 过 了 三 十 多 年 , 一 直 不 见证 明 。 到 了 1960 年 ， 
柴 瞧 斯 基 (Z. Zohorski) 在 巴黎 科学 公报 (C. R.) 的 第 251 卷 上 ,指示 一 
个 上 述 函数 的 作法 , 言 之 不 详 . 在 1961 年 的 (苏联 ) 数 学 科学 进展 XVI 
上 , 乌 里 雅 庶 夫 (I1. 工 . yz5HOB) 有 比较 详细 的 关于 桨 爱 斯 基 范 数 的 说 
明 ， 事 实 上 , 乌 里 雅 诺 夫 证 得 下 述 

定理 1 ZL?(0, 2w) 中 存在 (9)， 它 的 富 理 埃 级 数 经 过 适当 的 更 
序 ,新 的 级 数 几 乎 到 处 无 限 发 散 . 

证 明 的 出 发 点 是 在 空间 5”(0, 27) 的 “基底 ”. 设 训 (?) 是 [0, 上 
的 一 列 函数 ， 都 属于 L”(0, 1)， 假 如 对 于 .LC0, 已 中 任 一 函数 f(z)， 
存在 唯一 的 数列 {ow} 适合 于 加 

Hf (8) —e fi C8) 一 caFa(2) 一 人 一 Ca 大 (0 |=0(D), 
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那 来 {f(z)} 是 2(0, 1 的 一 个 基底 . 当 
If = I Fa =1 (n=1, 2， .…) 
时 , 称 基底 {f(z)} 是 就 范 的 . 
对 于 就 范 的 基底 { 户 (z)}，Za(o, 1 中 有 函数 列 fn(w)} 适合 于 
[folo) bn (dpm Bm [am= Bon—0 (mI. 


这 是 巴 拿 赫 4Banaeh) 的 定理 , 参见 他 的 < 泛 苑 分 析 >. 


当 上 面 的 极限 等 式 1f 一 o 思 一 of 一 … 一 oil 一 o(D 成 立时 ， 称 


三 f,(%) 在 (0, 了 中 平均 收 合 于 了 (x)， 我 们 建立 下 面 的 


So, (%) 去 Bafa2) (gr < Yrr1) 
当 &->o0 时 ,在 L2(0, 1 平均 收敛 于 瑟 (z)， 那 末 (2) ~ 于,f (2); 
@,.—| Go) hl ds 人 = 二 2) 
【证 明 】 这 里 tu 与 {有 在 12(0， 办 中 下 成 到 站 交 系 
| | {fama : 一 Sm。 
”我 们 见 到, 当 gw>m 时 ， | 
人 的 加 az-o=| [B® ~ eee) oan 
从 而 左 端的 绝对 值 的 平方 不 大 于 
| [sa — D3 of lo) | ua。 (Wm) Mo 0 (hyo0), 
这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 
乌 里 雅 诸 类 (XAH 138, 1961) 将 定理 工 拓 广 成 如 下 的 形式 ; 
定理 2 ， 设 {fs(o)} 是 Ia(0, 1) 中 就 范 的 基底 , 则 ZL2(0, 蕊 中 存 
在 如 下 的 互 ( 四 ;级 数 卫 csj(o) 在 I2(0, 负 ) 中 平均 收 全 于 也 (z), 而 它 
的 一 个 更 序 级 数 可 以 无 界 概 散 . 


【证 明 】 设 fs 与 {fn} 在 (0, 1 互 成 双 直 交 系 . 设 w(2) 是 
哈 尔 (Haar) 系统 中 的 一 个 西数 ， 那 末 


je 四 的 


6 二 中 的 当 理 奖级 数 的 更 序 级 数 可 以 村 散 41 
4 = Saf, 0D, op no) bed. 
取 适当 的 整数 8( 人 ,5( 嫉 <3(5+)， 可 使 8(0) > 
ja — Se] 加 <2 G1, 2, »). 
由 贝 塞 尔 的 不 等 式 
[ey* <f an. 


取 如 下 的 pw Ps<Ponz 总 [ago]*< 生 *， 利 用 {p,}， 定 义 整数 值 梯形 

函数 w()， 

1 (1<i<p), 

下 (和 < b=1, 2, ……°). 

由 是 ( 补 二 i<8( 人 ,出 于 ww( 们 个 oo0, 所 以 存在 如 下 的 整数 mi, ms， … 
m1, dm) < (b=1,2,.). 

除 此 而 外 我 们 还 要 取 {rnx} 使 它 具有 如 下 的 性 质 , 有 整数 mw 适合 于 

‘Tow < Ds < mn < NLyp+1, 


我 们 把 和 (az) 写成 下 面 的 形式 : 44(2) 一 CH (8) 二 PV (9) +g? (9), 这 里 
HD = aflo), HD = obf,(o), 


» 二 H($) 十 上 


9 (2) = Xit2) 一 py a fv). 


oy -{ 


那 末 | 

二 > bixs (2) -这 bp: (w) + bi (Tm) 2 Bip (2) 。 
ZH=D<o0 

时 ,级 数 守 Bxilz) 在 (0, 1) 人 回顾 8 的 性 质 , 我 们 见 

到 


人 Ly oI dr< THE Pd 
去 了 下. 了 2 一 万 <cco。 
因此 号 by? (2) (0<z< 了 开平 处 处 绝对 收 化 
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另 一 方面 ,级 数 之 | 六 mp (z) | 不 大 于 


Sl leg 1 1fo) |< Bf Ble I) 
< Dalf,(e) |， 


3 


这 里 
d= lb < YER YS P<VD2. 
因此 ,从 
S| log wid Ba) fo) drs VD E22"= 


知道 卫 5y(%) 在 [0, 切中 几乎 处 处 绝对 收 伊 
现在 , 设 M<W， 除开 [M，W] 中 的 而 外 ， 将 一 切 刀 都 代 以 0， 
-BW(M<i<N), B=-0(%< 了 ,4>> 术 )， 又 将 此 时 的 4 写 做 至 ， 那 
末 
z A ‘< Dlf, (0) |, 
VYV 可 二 < 训 


0<u% < 本 V 路 十 … 干 站 。 


从 而 积分 | (bps(%) 十 … 十 Bygly (2) )?dw 等 于 


er 
<| ER)drt+h Dad.) | ‘dy 
<T d+ bd (Bh,)? 


<(z"( 归 四》 < 总 
Jim | (Bupie(®) + Deg (o)) do~0, 


所 以 级 数 本 Bgi (2) 在 I2(0, 4) 中 是 平均 收 合 的 ， 
总 的 说 来 , 当 习 包 一 五 <co Ni 人 ) 一 外 (国士 名) 十 gH (2) 时 ， 级 
数 辽 088 (和 全 394《z) 在 (0, 六 中 几乎 处 处 绝对 收敛 ,并 且 在 丈 (0， 
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1) 中 平均 收 仑 ， 由 于 区 Bxwilw) 在 L209， 蕊 中 也 是 平均 收敛 , 所 以 级 数 

AOE 2 
在 (0, 二 中 平均 收敛 . 

设 当 2 十 1T<Y 委 21 时 ,六 = .在 其 他 的 和 纪 =0; 卫 bo0. 将 
函数 
Qt+1 由 人) 
B= Po {9,0} 


改写 成 一 一 注意 到 wmp41) > 6 (m1)， mag 之 2" Otl < moppy 


drmer+} 


Blo)— ,党 oj， 
这 是 没有 并 项 的 , 由 于 级 数 。 ~ z 

: Zi Bh, 各 oj 
平均 收敛, 所 以 从 等 式 


ww 


SD oe) ~The)+D op" (0) 
k=1 41 


一 f=2 


Pe 


+ So F apf,(y) 


Ral =2M41 3 一 十 
知道 级 数 妃 (z) 十 Ba(z) 十 … 在 Ta(0, 芒 中 平均 收敛 于 某 一 函数 (4)。 
由 引 理 , 瑟 @fy(w) 在 I2(0, 1) 中 平均 收 化 于 甸 (2). | 
记忆 着 于 6p1 (zw) 和 三 0g! (oz) 是 几乎 处 处 绝对 收敛 ， 假 如 能 从 级 
到 数 
| >3 Ax (2) | oo 
获得 一 个 无 限 横 散 的 级 数 ， 那 未 相应 地 从 对 Bus(z) 获得 无 限 概 散 的 级 
数 ， 但 是 这 种 于 As(4) 或 是 {一 二 6s 或 刀 一 0, 史 想 <oo 一 的 
存在 , 姓 下 面 的 定理 8 所 能 保证 的 。 这 里 的 xi(z) 与 定理 8 的 x 名 (2) 的 
关系 如 下 ， ， 


Xefz] 一 7 和 (Oo) 全 -2m 十 9 Lp) | 
取得 {cx}, 就 能 获得 于 (x)， 从 而 得 到 定理 2 中 的 了 (xz)， 定 理 2 证 毕 . 
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这 里 回顾 一 下 哈 尔 的 直 交 本 数 系 Xi), KalF), 
Aas) =xP D1 (<re1), 
Xm(s)— x8) (m2"+h b=1, 2,.…, 2"), 


Ty 2 二 了 2 ), 


Dn +1 pad + 
(x) -一 ae 
Nn (2) = — M2" (号 二 Dr 1 Ce 2 )， Ch 1 2, > 2”), 


0 (ew 在 [0, 中 其 他 的 地 方 ) 
哈 尔 的 系统 是 完备 的 。 当 f(2) E 工 (0， 起 时 ， 哈 尔 级 数 Zooxr( 概 全 
于 f(2), 这 里 一 | fxndz， 乌 里 雅 庶 夫 于 1961 年 (VAH 137) 证 明 
To, ) 中 有 了 的 ~ 吕 aox( 人 ， 它 的 一 个 更 序 级 数 在 [0,1] 中 无 限 概 
区 ,后 来 他 又 (XAH, 188) 加强 到 如 下 的 情况 : 

定理 3 设 Tm 人 Co 存在 如 下 的 A) (k=1, 2, "> 2 m=1, 
2, "0); 2 . 


p33 [Gd ) 2 一 co， 


级 数 写 4s 人)，4o 的 一 各 axa 的 ， 的 某 -一 更 序 级 数 习 ,9 在 
[0, 七 中 无 服 概 散 ，{mw} 是 1 2， 8，… 的 一 个 更 序 . 
.现在 考虑 如 下 的 问题 ， 当 oj 0 时 ， 在 怎样 条 件 下 ， 哈 尔 级 数 
器 own(w) 无 条 件 收敛 毛利 效 ( 亚 . Mopma) 在 苏联 科学 院 院 报 (数学 之 
辑 , 1963) 第 和 7 卷 上 解决 了 这 个 问题 ， 他 将 fa 写成 {8} 人- 了 2 
| 2"; n=0, 1, 0 定理 可 述 如 下 : 
定理 4 假如 哈 尔 级 数 局 习 ogxt (0) 的 系数 单调 减少 ， 极 民 


是 0, 那 末 它 具有 无 条 件 收 化 考 的 充 要 条 件 是 


3 3 (a) <co。 
[证 明 】 积分 
二 | 2” v 
om 
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的 平方 了? 不 大 于 
| ( Siem (0) ) do= 到 (GW)2 
因此 在 所 设 条 件 下 , 卫 工 <co。 由 宣 医 尼 的 收敛 定理 ,级 数 
py Sa (vw) | 


“元 卑 处 处 收 敏 , 从 而 记 思 agoxzp (2) | 概 收敛， 绝对 收敛 级 数 是 无 条 


“和 件 收 伍 的 , 这 就 建立 了 条 件 的 充分 性 . 
条 件 的 必要 性 , 证 明 宛 长 , 这 里 从 略 . 
毛利 效 自己 发 现 定理 4 已 经 含 在 乌 里 雅 诺 夫 的 工作 中 (所 指 的 工 
作 是 “无 条 件 收 化 的 瓦 伊 耳 因子”, M. 66. 60, 详 见 次 节 )， 关 于 一 般 的 
直 交 (就 范 的 ) 通 数 级 数 于 opn(z)， 匈 牙 利 的 丹 独 利 (区 . Tandori) 证 
明 ， 当 {aw} 是 单调 减少 数列 时 ， wps(z) 具有 无 条 件 收敛 性 的 充 要 条 
件 是 


2 六 (eg log” h) <oo 
n= 天 一 
〈 兄 Acta Szeged 21, 19860). 


7. 把 伊 耳 因 子 


对 于 直 交 函数 级 数 卫 cgs(z), 了 H. 瓦 伊 耳 (Weyl) 首先 探求 怎样 的 
因子 w{n) 4 oo, 能 使 了 cto(n)<co 含有 于 cn(2) 在 直 交 区 间 . 上 的 概 
收 伍 (1909). 孟 孝 夫 于 1928 年 解决 了 这 个 一 般 问题 : 于 (logn)?<<o0 
含有 卫 cwgs(o) 的 概 收 伍 ， 假如 w(m) 一 0(logam)， 那 末 卫 cio(m) 天 oo 
未 必 能 保证 卫 cpu(z) 的 概 伍 . 

但 是 , 对 于 一 定 的 直 交 (就 范 ) 函数 系 {p,(2)} (0<z<1), 存在 “ 淮 
兢 的 瓦 仇 耳 因子 ” 否 ? 换 句 话说 ,存在 如 下 的 o(m) 吗 ? 也 3w(n) <eo 含 
有 也 copw(z) 的 概 敏 ，w(m) 一 0(w (nm)) 的 话 ， 刁 C201(n) <cc 未 必 保 证 
瓜 数 的 梳 敛 ， 对 于 无 条 件 概 收 敛 , 我 们 也 可 以 定义 准确 的 瓦 伊 耳 因子 : 
当 王 cio(n) 之 o0 时 ， 且 cngn(2) 无 条 件 概 伍 ; 当 om 人 (po) =O(otmw) 时 ， 
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了 coal 之 co 未 必 保 证 本 cp,《2) 的 无 条 件 概 敛 ， 简 称 这 样 的 w(m) 
为 {pa(2) 的 瓦 伊 吓 关于 无 条 件 收 化 的 准确 因子 . 

对 于 了 蛤 尔 砂 数列 {x%(2)}, 险 尔 证 明 w( 芭 三 1 是 准确 的 瓦 盆 耳 收 化 
因子 .但 是 鸟 里 雅 诺 夫 于 1961 年 在 IAH CCCP 137 上 指出 : w(m) 三 1 
并 不 是 哈 尔 函 数列 的 无 条 件 概 敛 的 匹 伊 耳 因子 ，、 下 面 是 马里 雅 诺 夫 的 
定理 ， 

定理 1 对 于 险 尔 的 函数 系 {xm (2)}，(log m2)1*” (8 之 00) 是 无 条 性 
概 敛 的 瓦 供 耳 因 子 。 (log m)”"(8>>0) 不 是 这 种 因子 . 

[证 明 ]】 当 w=2 十 如 1B 时 ,xm (的 一 x 如 的 ， 


| 4,=| [zn Dlat=| | x (8) pe 
四 于 e 1 a 
2 (log m)!™s <2 包 m (log 01 ls 
设 {%,(2)} 是 {xm(2%)} 的 一 个 更 序 函 数列 ,关于 它 的 靳 册 格 函数 是 
L, (x2) -人 bp Xps (2) Xt) [et. 那 末 


ROP SIAON AO PAO 
简写 (log m):*=Im, 我 们 见 到 
襄 和 wo 1- 训 竹 
当 gi>0s Bb 时 ，(oa5i 十 aa5) — (41bs+ 4b1) 一 (aa 一 aa) (01— bs) 
>>0， 由 是 ， 假 如 dy ， 加 了 ， 那 末 2 cn2o>> 世 np， {2po} 是 {6。} 
的 一 个 排列 从 而 号 -人 名 -< 克 伟 ， 


3 了 1xo (xz) [ds<o0, 
由 富 弱 尼 的 收敛 定理 , 级 数 号 本 +45,|xo.(2) | 概 收敛 ， 从 而 
Ao xno) |=0(0), 
我 们 见 到 Ln(%) =o( (log mt ) 
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对 于 整数 如 有 整数 固 适合 于 1<z<4+IT， 当 习 局 <oo 时 有 

f(t) 适 合 于 
OPAOH EA >A 

由 于 rar 一 fm) 二 lim bros< 吕 ohln < 之 o0, 记 以 {9%(t)} 概 全 
于 了 从 .要 证 5,(t)>f() ,我 们 利用 下 述 

引 理 “五 (oz=00) 含 有 癌 Ban(D =0 (VY 古 ), 器 如 <o0 的话. 

由 于 于 om<oc, 所 以 必 有 {8}， 6 个 o0, 卫 必 88<co， 置 各 一 
om6mVm, 则 对 成 <o0, 从 而 宫 Bxn( 人 ) 的 绝对 值 <<alt) Mim (a (> 
0)。 由 是 , 当 mm<n<neti 时 ,5n() 一 Sm 人 引 等 于 


刀 1 EE I 1 
1 i i ee 
区 bun 人 SV i 2 Bixn, 0 a WA bi i+1 i 


1 六 1 5 
rE i 外 bw 的 ， 
利用 引 理 , 我 们 得 到 


(58,8) 一 Soc Cr >- 元 太一 )+ 反 + 


<alt) 民 bh, 十 笃 包 -0 (5 一 >co) 


ng 二 1 ts 


从 而 So (的 > 的 。 我 们 还 要 证 明 引 理 . 
写 着 Kao, =r) ro, 


gE bi Cb), at) ~ bam), 
我 们 见 到 z 
oo) ~ gO Es, od, 
对 于 w 和 mn, 存在 如 下 的 p=p(%, my 
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= JAY Gx (~) 全 Up(2) 


人 
西数 列 fo,(z)} 是 单调 增加 的 ， 置 7。 一 .Cz)dz, 则 


区 -人 dz|. gO Esl, OG dt 一 |。 oj Za Tp gw, 
.<|。 CALA (f Te dz) di 
-| rou | er Dg de qo 
或 是 一 -+ 一 min(p, 9) 的 话 ,| RKa di 一 i(z, 91), 一 
| | 2 aw aw 00). 
| rw > 
这 就 证 明了 引 理 . 
定理 的 后 兴 含 在 定理 2 之 中 . 
现在 研究 险 尔 函数 列 是 否 具有 无 条 件 收敛 的 页 伊 耳 准确 因子 首 
先 证 明 . 
定理 号 如 下 的 wm w(t) 个 0， (ao (9))=o0, 决 不 是 


妇 (} 关于 无 条 件 收敛 的 瓦 争 耳 准 确 因子 . 
[证 明 】 我 们 要 作出 如 下 的 级 数 六 axi(z)， 它 不 是 无 条 件 收 伍 ， 


”但 是 
co 人 <<oo， 
现在 取 如 下 的 整数 Bo, 局 ,…。 设 Bo=0, 取 妨 足够 大 ,使 
Ee 
eT Ds 
取 定 了 及- 然后 取 部: 


了 ze 
a Re-1 
卫 ， cy > wR) < DD, 


由 是 Dil<2<oo0， 当 m=2*+h, 1 加 时 ， 
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设 2w 二 1<m<2w。 函数 xn(2) 一 x (2) 有 有 特征 零点 m 一 -5 
[注意 净 (9 在 (总 神 ,于 开 ) 中 除名 而 外 *0. | 经 过 更 序 , {zm} 变 成 


{fxm}， 设 2 下 62m xm(w) 的 特征 零点 是 m， 置 


bine 


Qo SH [ph me) 


b=2 ll 


kw | 
Parm(o) hetl, ha—2®), 


Qs (2) ~—sup 


kisix ky 


访 (-axm lo) 


则 必 ， 机 
[gaz> 入 -dl ,pmo de 


[zy 
事实 上 , [ows 四 二 [ws DOO [oe 1 emo)) <Q: (0), 
从 而 | 
.ear>| 
0 


十 | 中 … 十 | 
[YAar 多 HI ” [ki+Htr TR] [CYxa-ly %pxrs] 


十 网 ,人 (w) Adz 一 | mm (2) dw 


[ws eat 


-| (G1Xm (4) -Gan (2) CN 一 …… 
[NLtYr ThA+1] | | 


一 | [caxo (2) + + Km, (TJ A 


ke 
= oa), ,tno de 
Ea [za 1] 


> DD, i (| [2 £] Xn) dz) 和 
由 于 
| ; | toi 2 zak) dw™ 了 | [Xm C2) [az, 
所 以 得 到 - 
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i 1 
上 4 WW gu 由 1 一 258-! 十 了 a 1] sme)do) 


-二 


到 $=2% a 5 


二 Pes—l 1 es 1 
”2 ,A w(2) 2 2H) 


1 1 


从 而 i 
D> , 久 0 有 0 
Bet 1 1 : 
vAE,, cw ) ECD 2D.+ sa <3D,. 
出 是 ， ee 


Dot Dew ma) 外 3 mle) de| | | zmk) | 


TD lz)| 


D, 所 一 丰 e 
1 de 1 .3D. 
< ,0 D2. 


将 Q,(z) 中 的 项 排 成 自然 顺序 ; 
Q, (0) - 2 {ay Cy 人 zx 对 和 (四 


- SS onlw). 


$= 2 


0 


从 导 Q,(z) 得 到 写 owi(z), 这 里 
Dd) = E> cw) < 元 


从 而 了 (2) ~ 号 ciwi(z) 的 话 ,下 (8) € 3 


7. 瓦 伊 耳 因子 
另 一 方面 , 将 Qu(a) 排 成 六 aizm(2) 的 顺序 , 那 末 级 数 呈 Q(z) 在 
某 一 正 测度 的 点 集 上 发 敌 . 设 
4= 人 | 代办 > 本 |， 
则 因 


@*(o)<2， ja 
了 ea 4] ,<9 
1L4,|> 前 ， 由 是 ， 虽然 号 do( 人 ) 收 化 ,号 Q,(w) 的 更 序 级 数 在 正 测度 


的 某 一 点 集 上 发 散 ， 定 理 2 证 明 完毕 . 
利用 定理 1 的 证 明 , 不 加 实质 上 的 修改 ,我 们 可 述 如 下 的 
定理 3 设 o(m)foo, 了 -AT < 则 当 吕 Bw(mm) <eo 时 ， 
级 数 于 amxm(2%) 无 条 件 收 化 . 
,结合 定理 2 和 定理 8， 
定理 4( 乌 里 雅 诺 夫 ，M. c6. 60) ”对 于 险 尔 函数 列 {xm(w)}， 不 
存在 准确 的 无 条 件 收敛 瓦 伊 耳 因子 . 
一 般 的 直 交 函数 系 {ps(%)}(0<w<1), 更 不 必 说 ， 不 具有 准确 的 
无 条 件 收敛 瓦 伊 耳 因子 ， 但 是 我 们 可 证 明 如 下 的 
定理 与 假如 增加 函数 wo) 满 尼 吕 mom， 那 末 
oa (m) (log m)” 是 任 一 直 交 函数 系 {p,(2)} (0<2< 了 的 无 条 件 收敛 瓦 
伊 耳 因子 . 
这 个 定理 等 价 于 下 述 奥 尔 列 兹 (Orlicz) 的 定理 . 
定理 6 设 w(n)to%, mg 个 c0, {pi 声 佑 (6; 常数 ) ,也 < 
则 当 于 a2w(n) log*n 过 oo 时 ， 任 一 直 交 函数 级 数 且 Qng, (z) 无 条 件 收 
伊 . 
事实 上 , 设 4>2, ou 0 则 习 on 等 于 


二 1 
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2 和 
> ms 


他 二 D m= 有 4 二 
小 于 之 Antiy 而 大 于 
am Antl 
(1)¥ Art 
> (1 村 ) ES Antigen. 


由 是 可 知 当 @s 0 时 ， 甩 am 与 和 4704s (4>>2) 同时 收敛 或 同时 发 散 . 
今 设 4>max(c nz) , 则 因 


NN EM EA, 


从 之 


工 
ET <“ 得 到 呈 艺 gj<oo， 因 此 


090, 


1. 

之 上 oO Lary< c， 之 bw (8) logak 
反 过 来 , 如 上 式 成 立 , 则 置 mx 二 2” 的 话 , wwri 志 m8 ,从 了 (K(k) logs 8) 
的 收敛 (应 用 柯 西 的 定理 )， 得 到 0 从 而 


2 555< 

【定理 6 的 证 明 ]】 设 g(3) (=1, 2, …) 是 自然 数列 {s} 的 更 序 
数列 ， 后 者 的 s 对 应 于 前 者 的 gC8), 那 玉 刁 axwqrxw(%) 是 王 aops(2) 的 
一 个 更 序 级 数 ， 设 蓝 在 (wk, nx] (nwo 二 从 中 的 自然 数 3 的 个 数 为 五 
这 些 s 对 应 于 

Gs: gimp-1+i1), re “2 9 (re). 
Gr 中 共有 YYz 一 mx 一 mw-1 个 数 ,依照 {9C8)j 的 次 序 , 记 它们 为 
gr (Ek), galb), oe gre Ck). 

现在 我 们 应 用 下 述 
”” 引 理 对 于 区 间 [e, 四 上 的 就 范 直 交 函 数 由 的 ， 归 的 有 的? 
存在 如 下 的 5() 和 常数 x 


| Sy) | < CsmsmsD， 


JB Care lg"7 访 y2. 
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当 1<m<oms<syz 时 ， 
| 各 Wp, (tb) | Or(t), | (D) dix log ry J 
因此 


1 ， 3 . 
olne 2) S(O dum a) ologmes De 


. 
<e ,aio(d) lg 

置 a 一 0(m<6<m), 则 得 : 

oo ee 
两 边 施行 加 法 ,我 们 见 到 

Bln) (Rte oo logr mm. 
帘 加 尼 的 定 再， 胞 ony) 强人 在 区, 了 上 几 和 处 收 化， 说 
wrw) 8 人 办 的 一 个 收 敏 点 ， 对 于 s>0, 有 jj 适合 于 一 一 一 YE 本 
<o。 设 > 六 当 9(9) (n<e<m) 都 落 在 Gs 中 时 ， 
wp) < 


oo ca 1 
2 
yy 他 让 bd (ng—1) 所 ” (ng) < BPsi—1s 


这 里 p91 一 im). 由 是 可 知 且 cxwygxcw 介 概 敛 . 
现在 证 明 所 用 的 引 理 ,首先 假设 1 一 2" (7: 整数 ). 转 
1 
dt) = 0), 
则 , 有 
(Srp [sa (tsmsD 


能 成 立 的 话 ，[Ywpn 反 十 … 十 Yup) | 3 就 成 立 。 区间 [0, 中 由 
[0, 2 ) 和 (2", 27) 所 成 ,两 者 分 别 由 等 长 的 两 个 区 间 所 成 , 如 是 进行 
至 ” 回 ,每 个 区 间 的 长 者 是 1 设 0< j<w, 区 间 (0, 力 是 由 上 述 着 干 个 
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小 区 同 所 合成 ， 长 者 居 左 ， 短 者 居 汕 (利用 二 进位 法 ). 记 (全力 一 
Za7zjr 人 的 ， 则 (0 用 = 为 mr 的 ,可 的 的 形式 为 (5 5+g). 记 一 
加 的 平方 的 和 为 4o r (do 十 4 十 … 二 4) = 公国 )a 我 们 见 到 ， 
©, HP [yh | <a0), 
另 一 方面 ， 
ep) 中 Co 二 4 二 二 37。 
由 于 


rsr+3is 一 人 人 ) log?1<x log2?， 
所 以 引 理 成 立 ， . 
应 用 这 个 引 理 ,我 们 给 第 三 章 §2 的 定理 2 一 个 新 证 明 . 
和 孟 孝 失 - 拉 特 马 吼 (了 ademacher) 的 定理 ”在 [0, 1] 上 就 范 的 直 
交 函 数 级 数 屋 cgus(o) 适 合 卫 吗 log2mn<co 的 话 , 它 必 概 收敛 . 


事实 上 , 置 8,(z) 一 六 quo (2 ,我 们 只 要 证 明 : 当 23<m<2%++ 时 ， 
lim{S,(2) 一 Sar(o)] =0 
几乎 处 处 成 立 ， 册 引 理 ,我们 见 到 
习 |， (8 的 一 ge 人 b)2dt<O 局 (所 加 3 时 


<O Ta? log vy< oo， 
从 而 得 到 所 要 的 结果 
利用 定理 5, 我 们 易 证 下 述 孟 孝 兴 的 另 一 定理 
定理 了 当 卫 |o, ,<co(s<2) 时 ,就范 的 直 交 函数 级 数 
之 tngn (2) 无 条 件 概 收 襄 ， 
【证 明 】 将 {ia,|} 排 成 单调 顺序 {|exw|} ,从 呈 |ams]* "< 之 oo 得 到 


二 3 
lms cuo| 一 0， cr0<8 De (880), 


从 而 
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2 Qn) log’ s {lo0g log s) 1*< co。 : 
函数 w(n) = (log log n)1** 适合 定理 5 的 条 件 , 故 定理 7 成 立 ， 
具有 定理 了 的 “项 的 无 顺序 性 ”而 类 似 于 定理 6 的 ,有 如 下 的 
定理 岛 设 o 人 个 ce, Z io(o)] -<co, 风 当 ->0 
Sailogsla,l .oflogllogla|)<e 
时 , 直 交 函数 级 数 于 ougpv(z) 无 条 件 概 收 伍 . 

【证 明 】 由 于 所 设 条 件 无 关于 {1a,]} 的 顺序 ， 所 以 不 妨 假设 
len| 0 来 证 明定 理 , 并 且 可 以 假设 卫 16,|?=1， 适 合 (n+1) 了 < [onl 
<n-1 的 一 切 an 成 一 集体 G,， 当 anEG, 时 , 置 

A(m)=0 (10g log v7). 
由 于 和 ian1”=14,G 中 至 多 含有 % 个 元 素 , 所 以 wr<<142 十 … 于 nm 

ACm)>w (loglloglan|l), 16 10g’|an|>4 log’ n2>10g’ m, 

从 而 于 2A(m)1log?m<oo， 于 定理 6, 取 
Gm) =ACm), nen= 人 logs 10gsVns =h, 
则 号/4A(m) 之 co， 从 而 号 og(z) 无 条 件 收敛 . 
以 上 关于 无 条 件 收敛 发 散 的 议论 , 都 是 就 级 数 的 系数 展开 的 ,在 其 
他 一 些 情 况 , 可 以 在 函数 的 连续 模 的 角度 来 讨论 问题 ， 设 
0<r(2) EL(a, 8), 
则 有 % 次 多 项 式 P,(z) 适 合 
[Po) Pn (rl)drmdm (Bmwl, ao 一 0 mn). 


设 FO ~BoP,l), of ro)PGorGe)an 
(站 在 的 话 )， 设 (人 是 连续 西数 了 (2) 的 连续 模 , 我 们 可 证 当 积分 
fo(w 扩 后 


收敛 时 , (2) 的 级 数 之 Pa(z) 无 条 件 收 化 ， 更 一 般 地 ,下 述 定理 成 立 
( 见 科学 记录 , 新 辑 第 三 卷 , 1959 年 , 直 交 多 项 式 级 数 的 求 和 ): 


~ 
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定理 仿 pe wr(f, 提 5, 表示 
snop[ | 训 (- -D™ (4 )f (e+ rh) 


设 厂 的 一 |aog 结 ， Era 人 一 |log 了 人 |， 当 积分 
[MACE EA EOLA 


"rs(o)dob. 


对 于 整数 j 收敛 时 ，f (2) 的 级 数 生 cnPa(lzw) 在 (4, 8) 上 无 条 件 概 收敛 . 
对 于 三 角 级 数 , 成 立 着 相应 于 定理 9 的 结果 . 
另 一 方面 , 设 TA(9) 蚌 一 nn 阶 的 三 角 多 项 式 , 记 


Bf int | {Ff(0) —T,(0) ja 
我 们 还 有 下 面 的 定理 ， | 
定理 1G 六 
hd) Ed) (p>1) 
政 敏 , 则 广 的 [万 无 条 件 概 伊 ， 


、 名 画 数 族 居 (0, 2x) 中 有 , 它 的 富 理 埃 
级 数 具 有 概 散 的 更 序 级 数 


下 述 定理 I 在 p=2 的 情况 ,已 经 在 $6 中 说 过 ， 
| 定理 1 函数 族 L?(0, 2x) (p 之 0) 中 存在 (2)， 训 的 澡 杏 次 候 下 
的 某 一 更 序 级 数 概 散 . 
事实 上 ,成 立 着 更 强 的 命题 . 
定理 马 (0, 2x) {p>0) 中 有 F(x) 一 之 A ha) ， 
它 对 于 任 一 如 下 的 求 和 法 T*= | 上 onmwl: … 


lim wm 一 0， lim 二 a 
存在 更 序 级 数 了 (cn 608 mw 十 dmsin mw) 几乎 处 处 不 能 用 T* 法 求 和 ， 


甚至 几乎 处 处 T* 无 界 . 
定理 2 是 下 述 定理 3 的 特殊 情况 ， 


8、 函 数 族 工 ?(0，2m) 中 有 万 ， 它 的 富 理 疾 级 数 具 有 概 获 的 更 序 级 数 
”定理 3 设 均匀 有 界 函 数列 J1(z), fs(z), … 在 I2(0, 1) 中 成 黎 
斯 基底 , 那 末 空 间 L?(0, 1) (p> 之) 存在 如 下 的 (2): 当 


sehr -er -0 


时 ,级 数 生 crfx(2) 的 一 个 更 序 级 数 本 co fa (32) 几乎 处 处 不 能 用 了 了 “ 求 
和 法 求 和 . | 
[证明] 黎 斯 基底 是 这 样 的 : 它 是 五 (0, 1) 中 的 基底 , 当 


1F- 字 A 
时 , 了 <co; 当 喘 强 <o0 时 , 2(0, 1) 中 必 有 玉 (4) 适 合 
| 了 - 衬 o 诈 -0 
由 $6 的 定理 2, I?(0, 1) 存 在 如 下 的 Fo): 
|-Sanl -on， 


衬 w 记 (ao) 的 一 个 更 序 级 数 并 coufus(o) 在 [0, 七 中 无 界 概 向 ， 
利用 拉 特 马 吸 的 函数 
pt) =ggn sin(2") (Ote1) 


一 0 (1) 


作 级 数 Si(o) 一 避 axfr(2) pr( 力 ,由于 拉 特 马 四 级 数 呈 oury( 咏 当 避 强 


< 时 概 化 , 所 以 回 定 < 加 ouf(2) pr() 关 于 + 概 伊 ， 因 此 在 正方 形 
0<z<1l, 0<t<1 


中 ,使 于 oxfi(2)9r( 收 语 的 点 (z; 人 的 集 召 的 平面 测度 等 于 1， 由 是 . 


-如 与 zc 一 mo(0<zo<dJ) 的 线 测度 概 等 于 二 (参考 实 函 数论 中 巴 合 在 的 定 
理 )、 另 一 方面 ， 召 与 直线 #0 的 线 测度 概 等 于 1， 因 此 取 适 当 的 sx 
《ex 一 二 二 SE 一 1), 可 使 级 数 了 exarfr(z) 概 敛 于 如 下 的 一 个 函数 了 (2); 


fo ceoo (ce>0). 


由 是 ,对 于 任 一 正 数 p, 卫 (z) € 72 (0, 1) ,但 是 {fn} 是 黎 斯 基底 ， 
了 (exap)3s<co， 因 此 卫 sz 人 z) 是 了 三 (0, 14) 中 某 一 函数 多 (2) 的 " 展 
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， 开 ”从 而 (2) 十 (w) ， 置 es=er 由 86 的 定理 2, 级 数 于 crfi(2) 
的 一 个 更 序 级 数 且 cf, (2) 无 界 概 散 . 
置 Bom mm, 则 bm 0) (mm?00), bam —1+0(l) (nro0), 
从 上 面 所 得 的 鱼 果 , 定理 3 的 证 明 可 以 用 下 述 定理 生来 完成 : 
定理 和 ” 设 在 正 测度 的 点 集 鼠 上 的 可 测 范 数 fu(e) 做 成 概 散 的 级 
数 瑟 f(z)， 尽 管 f(z) 在 召 上 概 等 于 0， 对 干线 性 求 和 法 
Bm) {bnm=0C1) Cm->00), bnm=1+o(l) (n->00)), 
必 有 更 序 级 数 卫 fu,(2z) 不 能 用 此 法 求 和 . | 
【证 明 】 由 于 fw)->0， 所 以 存在 于 f(z) 在 [0, 1] 上 概 敏 , 设 
{PD}+{D} = {a PP, 
则 级 数 于 fo, (2) 概 散 ， 现 在 分 三 种 情况 来 证 明定 理 . 
第 一 种 情况 , 存在 m 使 Him sup |bex| 一 co。 那 末 必 有 增加 数列 
{ 夺 使 级 数 二 户 ; (2) Du 慨 散 。 设 
E={|fy (2)|>0}, 
则 了 吾 .= 吾 的 测度 等 于 1， 取 正 数 & 很 小 使 
4,= {0< | fo: (2) 1|< 时 
的 测度 [4 <2 3 A= limA. 的 话 ， 14!=0, 置 B= 吾 一 4,, ul 
B=lin BoB~A, 4 如 一 好 一 0 
取 襄 人 oo 使 8sbum>1. 当 zo€EB 时 ， vo 属于 某 一 Bi 从 而 
fp: (20) Brno ea >1, 
世 fo (2) bmn 在 z=ao 发 散 ,从 而 在 B 上 发 散 ， 
从 发 散 级 数 也 fp, (2) bmx, (5E B) 除 去 第 二 因子 bw 而 保留 fp; (2)， 
将 fo,(2) 依 其 顺序 插入 , 得 级 数 呈 fo.(z)。 从 此 级 数 所 作成 的 
On (1) = fa (2) bssi (2 和 B) 


并 不 收敛 , 因此, 了 f(z) 在 BB 上 不 能 用 15omj 求 和 ， 
”第 二 种 情况 ,有 wo 使 im sap|5mw| <o0, 则 必 有 及 如 下 : 


TT™ 


8$， 范 数 族 Z?《0, 2or) 中 有 了 它 的 富 理 埃 级 救 具有 概 散 的 更 序 级 数 ”89 
lim Zuui 一 0 六 0。 


由 卢 金 的 一 个 定理 ，[0, 1] 有 完全 点 集 Ps, 在 Pe 上 , 一 切 fp; (2) 
具有 连续 性 , 并 且 


有 1 下 
PoCPiCPsC:, |Pi|>1— i 
置 瑟 
Br=1 十 之 max fo (2) | (=0, 1, 2,-…). 
一心 wEPE 
从 {8:} 进出 如 下 的 子 列 {; 
b>1H ha 1e— bl < 


仿效 第 一 种 情况 作成 级 数 之 fa(2) ,在 所 的 地 方 是 fp (zw); 设 fp.(2) 是 
在 人 的 地 方 . 由 是 


c 富 记 四 一 习 zufu 人 ao) 
= (cbfa(®) 
人 of 00) 一 总 f(t) bunt 六 fn(e) (0— bun) 
一 六 如 (wo) +S2 (2) +Ss (2) 
这 里 和 1, 人 六 ,Ns 都 不 大 于 入 , 当 克 一 co 时 ， 都 趋向 于 ce, 当 六 一 ce 


时 , SP(w) 和 S 铝 (2) 都 几乎 处 处 有 一 定 的 极限 。 至 于 8 名 0)， i 
Pi 时, 它 的 绝对 值 是 


Sf (0) -brn) | < 名 fo 人 | 一 aa 


< Hf (2) 


+ 名 < 


因此 , 号 户 (2) (一 px) 在 忆 上 政策 ， 从 而 习 fs (2) bm 所 做 级 数 
三 fo.(w) 概 不 能 用 15om| 求 和 法 求 和 . 
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第 三 种 情况 , im gm= 0 一 0 1, 2,，…)。 利 用 卢 金 定理 , 作 {Px} 


”和 数列 {B.}, 如 在 第 二 种 情况 , 由 数学 归纳 法 ,作出 数列 fn] 和 {md: 
fo, Ns 2, Pp Mo M1 7 Mo 已 定时 , 取 狂 之 吧 -1 适 合 于 


|1— Bm! 人 (OmEmy-i, wr) 。 
| 258, 
然后 取 mw 之 mw-1+1 使 
1 ~ 
| Bn | ~ (ON, Mm) . 


序 取 fo.(z)， 平 均值 on(z) 一 习 fo,(2)5n 几乎 处 处 有 意义 .特别 对 于 
n= (b=1, 2, … 


ou 的 一 守 Fe) =0(D + 这 for (0) bmwm— 人 fr 人) 

= ds-+o(l), 
这 里 
[50) 1 一 | 加 fy (o) (Brn -DD |< 加 1 四 1 了 < 训 ， 


|S2(%) | 一 > ; (T) Dnsm, 


1 


起 (fr (2) | | Brim, | 


de 


< 之 B, i -Hr * 
由 是 , 当 b>oe 时 ,几乎 处 处 成 立 闭 
om(®) — Bfs (0) —F(o) =00D). 


但 是 ,开户 (2) 是 一 概 散 的 级 数 ,所 以 lim ow(z) 概 不 存在 ， 换 句 话说 ， 
芝 f(z) 概 不 能 用 5wwl 求 和 和， 定理 证 明 完毕 
现在 讨论 f(z) EL?, 0<p<2 的 情况 ,详细 地 说 . 
定理 所 设 (2)E1(0, 27), 0<p<2, jz) EI2(0, 2m) , 则 写 
理 埃 级 数 


7 四 ~ 入 hw by sin hw) 


ee 
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的 一 个 更 序 级 数 -名 十 了 《am,co8 mw 十 msin mw) 几乎 处 处 不 能 用 
15mj 求 和 法 求 和 ,这 里 lim Bom 一 1，Jim bm 一 0， 

【证 明 】 置 m cos nw 十 bs sin ng 一 pn cog(nw 十 za)，pn 之 0， 假 如 级 
数 : 3 


BD (an cog rr bn sin re)? 
在 正 测度 的 点 集训 上 收 伍 ， 那 末 一 一 可 设 避 是 闭 的 一 一 级 数 在 上 
小 于 一 个 常数 下 ,由 是 


pi | cosafno-Hon)az< 开 | 五 | ， 


第 项 的 积分 赵 近 于 去 | 如 | , 所 以 袍 成 之 oo， 有 背 于 所 设 的 条 件 
Eat) (FED). 
利用 拉 特 马 员 的 函数 列 ,我 们 断言 有 6 一 十 使 级 数 
(ooo hot brsin to) 
概 散 ， 现 在 将 这 个 级 数 分 成 两 个 级 数 ，sw 一 十 1 的 话 ， 
S(t cos BF'w + br sin Bb'w) , 
ev' 一 一 1 的 一 切 项 做 成 级 数 一 瑟 (au co jz 十 ov sin jiz)。 由 下 面 的 
定理 6, 从 了 (ax eos Pw 十 Br sin Pw) 和 也 (quev cos pw 十 by sin 5"w) 两 
个 概 散 级 数 ,可 以 做 成 全 十 习 (a cos jz 十 ix sin hw) 的 一 个 无 界 概 散 


的 更 序 级 数 


La i 
5 +D (ay, C08 2 侯 十 5 5 yt) . 


我 们 知道 , 无 界 概 和 散 级 数 瑟 有.(w) 对 于 任 一 15wm| ,存在 一 个 更 序 级 
数 之 fa (2) 概 不 能 用 [21 求 和 . 这 就 完成 了 定理 5 的 证 明 . | 
定理 如” 设 两 个 级 数 (都 以 可 测 的 有 限 函 数 为 项 ) 卫 fs(z) 和 
了 yo 人 wo) 分 别 在 吾 c [0, 二 和 ce [0, 切 上 概 散 , 则 有 混合 级 数 
了 (ssjo (2) 十 Bogo(o)) 
(sn 十 39 一，s 几 一 0， Ppa 81+"" Te Eo a 
在 和 集 召 + 卫 上 概 散 ， i 
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【证 明 】 不 妨 假设 召 . 下 一 0，| 避 | >0，| 王 | >0， 设 召 一 瑟 十 吾 ， 
了 一 Fi 了 Fa， 在 妨 和 Fy 上 级 数 荆 fa(%) 和 和 gntz) 分 别 无 界 发 散 ， 
Ba 和 了; 分别 是 之 fn(w) 和 也 go) 的 有 界 发 散 点 集 、 在 百 和 了 上 ， 
分 别 作 (2) 和 YY(%) 如 下 ; 


1 (wwEBE,), 
mi EF +) ~ lim (fi (0) + ‘+0))] 
(2€ E,), 
1 (wEF,), 
CE [3 [En (g++ gs) — lm (gr (2) + .+gn (0))]| 
(4 EF)., 


设 @, 7 分 别 是 如 也 中 的 完全 集 , CCEpt 2 性 Ga 
16L>| 下 一 下， 18 由 > 一 二 
”在 名 上 访 ( 四 和 gp(e) 都 是 连续 的 , 在 多; 上 yi(z) 和 ?(o) 都 是 连续 的 ; 
mmin 9(%), m=—miny(®) 
的 话 , mm>0, jn>0, 设 加 E@, 则 必 有 如 下 的 整数 玖 (oo 和 Re (wo) 


oP <BD, (20) 


>mie 


当 vo, 时 ， 同样 可 得 


CD {wo) <bh 《2o)， 


bu 


> 


于 而 两 个 不 等 式 中 的 f,(wo) 和 je 了 《7) 和 9g,(%) 来 代 ， 
但 2 是 以 ao 为 中 心 的 某 一 区 间 中 的 点 。 由 是 可 知 存 在 如 下 的 整数 a， 
Bb, %, 6; | 
1<ab<pM<ai <BP <a BP < <B 
<a<BP an <BP<, 
以 a, 5 代 w 8, 得 到 另 一 组 整数 .从 这 些 整 数 , 作成 如 下 的 混合 级 数 ， 
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atD 一 并 Pt) 如 一 . 
妆 oz) 十 i Jo TF 吉 gp C2) 
ob 


十 ,> (加 十 天 的 二 ,fs(r) 


Ga 和 一 3 
,ne 2) 二 gr(2) 于， 
这 就 是 所 要 的 级 数 . 事实 上 , 设 26, 多 则 因 RB: 了 =0， 
“lol+rls l=ls+F1l=1lEI+IF|. 
当 z0E2 时 , zoEG4(6 之 和 (zo))， 由 上 述 , 存在 无 数 个 的 整数 对 atzo)， 
B(wo) 适合 


fla |>me 


由 是 可 知 ， 泥 合 级 数 在 8 上 发 散 . 同样 可 证 混合 级 数 在 多 上 发 散 . 
定理 证 毕 . 
系 ”假如 荆 ( 吧 上 +A3) 一 co， 那 末 了 (or o08 n+ Br sin wo) 的 一 个 更 
序 级 数 概 不 能 用 |cssi 求 和 法 求 和 , 但 
Cam 一 0ftT) (n>o0), lim Fam =1. 


DB， 连续 孟 数 的 富 理 埃 级 数 的 发 散 点 集 


- 窜 理 埃 级 数 人 [用 在 了 的 连续 点 ， 有 可 能 是 发 散 的 ， 早 在 十 九 志 
纪 , 就 有 人 指出 连续 函数 的 定理 埃 级 数 的 发 散 点 集 , 是 可 以 几乎 处 处 称 
密 的 (Du Bois Reymond, 1876)., 

定理 了 连续 函数 的 富 理 埃 级 数 的 发 散 点 集 可 以 到 处 称 密 ， 

【证 明 】 首先 证 明 余 弦 多 项 式 “ 


Or D ~ ts tt 


21 名 二 1 一 » 


| 的 绝对 值 小 于 和 入 与 入 7， ?都 无 关系 . 


”事实 上 ， 四 
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Or, £) =2 gin (r+nt fan 全 + 豆 ein -全 十 
sin | 
秽 
所 以 我 们 只 要 证 明 
sin 二子 sin8t 十 … 十 二 sin(2n 一 1) 
关于 史 和 上 是 均匀 有 界 , 从 后 者 减 去 
2( sin 二 可 si 人 十 二 


5 sin(2n~1)t)> 持 
(0<t<w) 
得 到 


1 1 
TT 二 合计 


其 绝对 值 小 于 工 ， 由 是 可 知 |0s(r， 2) | 小 于 一 个 绝对 常数 入 . 
置 和 一 2 以 下 式 定义 (gi 十 … 十 gm-1<%< 十 … 十 gm): 


Yr} a Im 


sin (2no—1)t, 


hn eos na— 六 Ci (F192t "+ gm-1, 2)。 


=f1F94 寺 Vn-1 寺 1 


由 是 可 知 ， 习 4。cos nw 是 连续 函数 了 (2) 的 富 理 埃 级 数 ，f (2) 是 匀 煞 
级 数 立 (Sara 人 2) 一 Sotoma(2)} 十 Sn.(2) 的 和 .但 是 ， 


1 1 I 
Setom st Yom (0) = 二 (1+ 地 + 8 人 Dm 二 
> 十 log 2m>>mm log 2, 
之 4 一 全 [让 ， 0] 发 散 . 
现在 考察 如 下 的 连续 函数 ; 


f (2) ~ 立 “ 呈 ” ye 


人 H 二 ] HH 二 1 十 9s 十 … 十 Jrmm-! 十 1 


-3 一 Og i 二 ma) 


WE1 23 


当 荆 是 有 理 数 上 时 ， 上 述 级 数 第 mm 项 的 正 系数 部 分 ， 当 m 尽 够 大 时 ， 
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(1 于 十 可 十 … 十 二-)>mlog2. 


从 而 级 数 习习 4。oos nmrz 在 点 % 一 上 二 发散， 了 (4) 的 富 理 埃 级 数 的 
发 散 点 集 是 稠密 的 。 证 明 完 毕 . 
现在 讨论 如 下 的 问题 ， 在 连续 函数 的 无 限 发 散 点 z， 部 分 和 
Su( 四 可 以 有 多 大 ? 换 句 话说 ,对 于 hn>oo， 存 在 连续 函数 f, 能 适 
合 Ss(f, 2) > 和 吗 ? 对 于 这 个 问题 ,我 们 证 明 
定理 2 设 )=oflogm)， 则 必 有 连续 函数 了 使 5,(f，0)>%‰ 对 
于 无 数 个 mw 成 立 . 这 里 的 log 不 能 收成 更 大 (阶级 ) 的 数 ， 
【证 明 】 我们 利用 下 述 引 理 来 证 明 . 
引 理 ，” 设 在 区 间 [&, 如 上 ,函数 办 与 任 一 连续 函数 的 的 乘积 
的 积分 
wn Ct) OPAGLL 
常 成 一 有 界 数列 , 那 末 
[Inu00D. 
固定 w， 中 ， SA 
点 的 附近 ,等 于 sign[ (sin (n 十 于)#) /wsin 二 ], 并 且 使 它 


sin 如 


Slfo, 0) = | flo) ot 


a (nt) | 


i 
和 Sin 互 


> 让 


最 后 的 积分 等 价 于 工 logn， 因 此 ,关系 

Saf, 0) =O(%) 
不 能 对 一 切 连续 函数 都 成 立 , 否则 由 引 理 , 将 有 背 于 和 =oflog 史 的 候 
设 、 因 此 存在 下 如 定理 所 述 . | 
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当 了 是 有 界 时 ，Sn(f, 2 一 O(log %)、， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

所 用 的 绰 理 是 泛 函 分 析 中 巴 拿 赫 -斯 太 因 豪 斯 定理 的 特殊 情况 : 设 
在 巴 拿 替 空间 五 中 , 定义 着 有 界线 性 泛 函 数 叙 列 {uw(z)} 。 假如 对 于 
五 中 任 一 2 [ww(z)| 0{1), 那 末 有 常数 戏 适合 于 

lw ol<MIzl (wEE, n=1,2,.). 

巴 拿 灰 -斯 太 因 府 斯 定理 ， 可 以 更 一 般 地 叙述 于 下 ， 设 fun(+)} 是 
在 巴 拿 赫 空间 五 中 所 定义 的 有 界线 性 泛 函 数 氢 列 ,了 是 妞 的 一 个 第 二 
类 型 的 集 (就 是 说 也 不 可 以 写成 可 列 无 限 个 杖 朗 集 的 和 ).。 假如 对 于 
五 中 任 一 点 (函数 ) zx, lw (2)1 0(D), 那 末 有 常数 好 如 上 述 . 

现在 于 空间 Cax 上 ,定义 线性 泛 函 数 
~ Sn (nt) 


| 2 pgott)dt, 
2 


7 2sn 一 
由 于 勒 贝 格 常数 的 无 界 性 , Cs 中 除 一 第 一 类 型 的 集 {了 } ,数列 {8S,( 了 )} 
是 无 界 的 ， 由 是 我 们 可 述 定 理 如 下 : 

定理 3 从 Cs- 除去 一 个 第 一 类 型 的 (函数 ) 集 ， 其 中 任 一 连续 函 
数 的 富 理 埃 级 数 在 任 一 区 间 中 存在 发 散 点 . 

我 们 要 问 ， 连 续 函 数 f(t) 的 E[ 几 可 以 有 正 测度 的 点 集 吗 ? 乌 里 
雅 诺 大 证 明了 (YMH 1981) 如 下 的 事实 ; 

定理 4 ”假如 存在 一 个 连续 函数 的 富 理 埃 级 数 ， 具 有 正 测度 的 发 
散 点 集 , 那 末 亦 必 存在 一 个 连续 函数 , 它 的 富 理 埃 级 数 几乎 处 处 无 界 发 
散 . 

证 明 是 利用 下 述 引 理 的 . 

引 理 (和 阵 孝 夫 ) ” 任 一 周期 (周期 是 2w) 连续 函数 f(z) 可 以 写成 如 
下 的 两 个 周期 连续 函数 p(o) 与 出 (c) 的 和 一 一 (zc) 一 p(z) 二 fc)， 使 
部 分 和 {5S,(p, 2)} 与 {9,2)} 有 子 列 {mw(8，2)} 与 {9% 中 ,zw)} ,分 
别 句 敛 于 gp(z) 与 业 (z)，( 详 见 1944 年 的 了. 66. 15. ) 

【证 明 】 由 于 [用 在 一 正 测度 的 点 集 呆 上 发 艇 ， 所 以 我 们 不 芒 
假设 人 [由 一 台 (@ cos nw 十 bn sin nw) 在 正 测度 的 可 的 子 集 UU: 上 发 散 . 
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成 $8 的 定理 6 的 证 明 ， 我 们 可 得 如 下 的 结果 Ui 中 有 下 测度 的 
了 于 集 了 名 正 数 并 ， 正 整数 px 和 gx (Pi 过 q1 达 Ps 过 <P …), 当 
No 加 时 , [px, x4] 中 有 ax(zo) 和 Bx(2o) 适 合 
Pr (Lo) SBr (Lo0) < gr, 
(0peo08 prot bosin pao) |>n (b=1, 2, *). 
对 于 正 整 数 0, 存在 0, 当 > jo 时 ， 成 立 普 
EC 四 一 Su(o, 四 [< 就 《一 co<a<+oo)， 
取 记 >>jo 之 mo 使 有 ps 与 qn 落 入 坟 . 志 Ph 所 Gro 所 my 不妨 假 设 由 .> 
is 一 2, …); 置 


ne | : 
; Tw) > (ga Co8 Pr + by sin pr) (a=1, 2, 0 


P=Ry+tl 

则 | 人 [< 去 他 = 了 2 0)， 当 ao 时 ,Za 人 ke) 与 Zu 人 e) 没 有 重 
复 的 项 ， 因 此 , 当 zeE 召 时 ,有 P'，p” 如 下 

mp (00) < p20) Sm | 六 (oo cos pm 二 psim poo) | > 

设 1。 是 一 正 整数 ，z= 太 汪 畏 c [0, 2m] 的 话 ,如 变 成 刀 。， 

: DA 
现在 将 ,开拓 成 具有 周期 性 的 集 食 .， 即 当 tE 时 ， 
tt 0, +1, +2, *) 


都 属于 名。 到 Ne 适合 
Na ,< Noms, < Non, (a>1) 3 Na 个 O08 (a—>00), 
_ 那 末 ( 一 co，co) 中 除开 一 零 集 ,任何 属于 无 数 个 入 
将 级 数 半 wa7。( Nb) 中 一 切 项 都 展 成 三 角 多 项 式 ， 由 于 并 无 并 
项 之 事 ， 所 以 得 到 一 个 三 角 级 数 呈 (ar cos 夺 +Br sin 加 )， 但 是 从 
Za |T。(Not)1 < 芝 o2-*， 知 道 这 个 三 角 级 数 是 一 连续 本 数 g(t) 的 窗 
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理 埃 级 数 名 [由 ， 另 一 方面 ， 从 上 面 “> 中 的 不 等 式 , [四 几乎 处 处 无 
界 发 散 。 定 理 证 明 完毕 . 

由 是 可 述 如 下 的 结果 ， 

定理 咏 ” 除 非 一 切 述 续 西 数 的 富 理 埃 级 数 都 是 概 收敛 ， 必 有 连续 

”函数 , 它 的 定理 埃 级 数 几 乎 处 处 无 界 发 散 . 
问题 我 们 要 问 定理 4 能 否 拓 广 到 直 交 西数 级 数 ? 具体 地 说 ， 设 

{gm(2)} 在 [0, 七 上 是 一 就 范 的 直 交 函数 系 ,到 <<coo， 假 如 了 cogn(z) 
在 一 个 正 测度 的 点 集 召 C [0, 攻 发 散 ， 是 否 存在 一 个 概 散 的 级 数 
bprl2)? 但 之 如 <<co， 

一 般 地 说 , 从 所 设 条 件 , 不 能 得 到 概 散 的 号 bwp(z) ， 例 如 从 具有 
周期 1 的 哈 尔 直 交 丁 数列 zwfz) (m 一 1, 2,…s0<%<1), 可 以 作成 如 
下 的 概 艇 级 数 瑟 cnxow(2)， 器 品 <col§ 6 定理 3)， 在 [0, 要 上 ， 现 在 
作出 就 范 的 直 交 函数 系 (2), 9s(2),…; 在 [0, 去 ] 上 , 设 
pom (T) = pam-1 (2) 一 Xpn 2) 
在 (二 ,1 上, 设 gom(2) 一 一 pom-z(2) Zo。( 吝 ?)， 我 们 兄 到 ( 哈 尔 级 数 
的 性 质 )， 当 马 起 <co 时 ， 级 数 瑟 dnpm 人) 在 ( 读 , 1) 上 概 敛 , 假 如 


Cam_1 = 0, dam 一 Crys 


那 末 卫 dpm(2) 呈 蝇 <o0) 在 (0, 去) 上 概 散 . 


1O， 从 函数 w) EL(C0, 2z) 产 生 的 用 个 特殊 积分 


设 fle+2m)= jz)EZ(0, 2r)， 我 们 考虑 如 下 几 个 特殊 积分 ， 
| 了 (Z 十 办 一 (一 四 at 人 | fF (w+#) —f(w—t) | at 
, +0 t 


+0 it 


i (e+ 及 一 a | LetD+f (e270) - 
: 二 站 +0 ft ” 


设 9<e<m, 置 oo)=a(f, Df {etd +f(0-) -2f(o) 学 
当 lim o,(w) 存 在 时 , 0+o(2) 就 是 上 列 四 个 积分 的 最 后 一 个 . 早 在 1925 
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年 ， 哈 戴 和 立 脱 尔 伍德 举例 指出 ; 存在 连续 函数 了 (2), 使 040o(w) 概 不 
存在 、 乌 里 雅 诺 夫 于 1959 年 的 莫斯科 大 学 学 报 上 证 得 如 下 的 

定理 1 Oo 中 及 (o，G[/， 四 匀 伍 于 Fo) 而 无 一 点 2 使 
UO (Ff, 2 存在. . 

首先 叙述 一 个 明显 的 事实 作为 

引 理 ” 设 4<0，zE [4, 四 ,Bn (2) 是 均匀 有 界 ， 当 二 >oo 时 ， 
65%1(@) 勾 化 于 5,2) (ae<os 引 ， 则 对 于 正 项 收敛 级 数 了 ww， 成 立 着 

lim 3 wii 人 o) 一 局 ob(o) 王 8 人)， 

记 左 端的 级 数 为 Si(%)， 当 t->co 时 ，&(z) 勾 敏 于 SCc)。 

事实 上 ,于 

| 之 anbn (%) 一 之 tnDn, + (2) | 
< be) beD TD eB (B16))), 

令 扩 >eco, 然后 使 W 一 co, 就 得 到 lim S, (2) ->8 (2). 

其 次 我 们 还 要 利用 下 述 函 数 f (2) 二 (2 十 2%); 


4 : 
-各 2 
og 训 :| (0<z< 本 ， 这 里 log t=log, t), 


jf 千 -2)  ( 晤 < 了 
= 4 4m 10r 
写 ) 《可 <o<-8 
af -和 -中 (党 <e<2zr )， 
其 中 的 w 从 全 7(o)azp=0 决 定 ， 容 易 证 明 ; 当 35 <ho， 人 < 
时 , 存在 正 的 常数 Qi 适合 (参见 Kaczmarz, Studia M., 1981) 
[flatd)) + D) (no)}|| 


>01 log %n, 


{7 C5) | Se 


re Pr 
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一 般 地 说 ，& Eg] 的 部 分 和 5, 三 5,(9, 2) 与 费 耶 和 ow=0s(g, 2) 之 
闻 存 在 等 式 
Bat- sri Sen = 2nNGan — eon, 
记 左 端 为 了 ,三 7,(z) 二 Vlg, 2)， 那 末 |V ,| 所 3max|g(%)|，gt(%) € 
Oss 的 话 ， 由 是 , 假如 代 ,(2) 是 最 台 近 于 g(2%) 的 % 阶 三 角 多 项 式 : 
max|g(z) ~—T, (2 |= Eg), 
那 末 从 六 (ZJ = 了 ,和 
Vi.(g—T,, 2%) <3 max1g(z) 一 To(o) | =3E, 
”得 到 | 了 (9 (2), 2) 一 T(z) | 所 3B,。 因此 
(Valg(%), %) —g(%) | <4,. 


另 一 方面 ,我 们 知道 B=0[ og, 二 ) |]， 将 此 结果 与 上 式 相 结 售 
而 应 用 于 f(@): 由 于 名 (g， $) -ias) 所 以 


Vlf (0),D fC) ~0( rs). 
有 界 变 差 消 数 f(z) 的 8。 (f, 2)， 其 绝对 值 不 大 于 一 个 常数 
由 于 
Sy (Sm (Ff, 4)， 2) 一 Sa m (fs 2), [VCF, 2) |<B, 
所 以 
Bs(V,, ©) —T {SCS) + Bi Sar3) + "eS.(S2m1)} 
的 绝对 值 不 大 于 
nB/n=B 
这 就 是 说 ，|S%(V.( 了 ))| <B， 以 mz 为 变数 , 我 们 见 到 
INAGANIG mw) z) | <B. 


由 于 h(n, 2) E( 253， 有 (用 一 了 =0 (7 所 以 当 w 为 正 
整数 时 ,简写 (a) ~Vw( 了 ,积分 


Es 


10. 从 函数 7 妃 OE 工 (0，2o) 产 生 的 几 个 特 下 积分 ?4 
Js 人 CCCedD) 十 fate 一 D) 一 270ua) 
—V no td)) —V na ng—t)) —2 Com) 
的 绝对 值 小 于 
全 入 人 <-GEVI5ER (Cs, Co … 都 是 常数 )、 


Mn wm) 


取 适 当 大 的 a, 我 们 得 到 


| 0 < 人 viogn. 


将 此 不 等 式 与 171(2) |>0O~v i 相 结 合 , 我 们 见 到 
| Vi (RET FV ,a Ns ot)) 一 27 ne (nw) at 
世 


CT 人》 


区 > 旦 v logn. 


将 2x2, 2x8,…', 2xz 作 为 328 的 “指数 ” 置 


22 和 一 公开 ， aa 


， 
我 们 证 明 也 () 一 名 ow (mo) 适合 定理 工 的 要 求 . 
由 于 Si (Sn(f), ©) =Sin0% mf, o), 
并 以 SIF(m)] 的 部 分 和 
Si(F, ©) ~ oS (Ve (mes), 2) 
必 于 耳 (z)， 现 在 考 虚 积 分 Ja(2) ， 当 % 一 入 时 , J,(m) 等 于 
号 也 中 8 人 办 ) 一 27 (ms) op 


Mtl 的 


>o|| a +V we (nilw—t)) 


HE 


从 由 思 斯 坦 的 不 等 式 12 oe 加 |， 
| 有 (2) Oa 
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因 各 中 的 一 般 项 的 绝对 值 不 大 于 2Csngnur = Omgta。 由 是 


[J rl) [> 旦 wwViog% 一 Cs 号 anlt 0 log mu 3 ay 
Oo 到 ntl tl .Mat+1 
| 县 人 站 人 1 
i > 
= 全 二 
CO， we 有 
>5 [本 一 0 所 or 


易 证 好 /si-y0，mgtyary0; 因此 | Ju(a) |-*co。 定理 证 明 完 毕 
积分 0;o( 了 ,和 级 数 sa) 电 [f(a) 一 gc( 记 要] 是 有 联系 的 . 
首先 考 趾 级 数 司 * 一 [了 (2) 一 品 ( 记 由] /及 这 里 
SP 四 一 SC 四 一 二 ds(D)， FO~at dD). 


记 级 数 于 (sin vw)/v 的 开始 % 项 的 和 为 Ua(w), 而 以 Sx(w) 表示 级 数 
S(z) 的 开始 项 的 和 ,我 们 见 到 
OO 
So = 元 (| +| a at. 


由 于 一 5 

勒 贝 将 点 2, 成 立 着 

Om eee 省 下) 
3 


二) IDs2) | 所 nw 《0<z<m), 所 以 在 的 


2 9j 


换 句 话说 . 在 下 的 勒 贝 格 点 <， 级 数 S*(o) 收 全 的 充 要 条 件 是 积分 
[2 
+0 3 


的 存在 ， 假 如 了 EZ?(0, 2x)，p>1， 那 末 
3 [axl + lb oo, 


这 里 {ax, Bx} 是 了 的 系数 。 由 是 可 知 : 当 f EI (0, 27) (p>D 时 , 在 了 
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的 勒 贝 格 点 ,积分 cke( 约 的 存在 等 价 于 级 数 8(o) 的 收敛 , 由 定理 1, 我 
们 可 述 | 


定理 已， 连续 函数 族 02 中 有 户 gf 用 镁 于 户 但 是 没有 2 使 
级 数 卫 (S.Cf, 四 一 fo) 政令 . 

现在 证 明 如 下 的 : 

定理 3 ”0Osz 中 存在 了 与 其 共 扼 函数 7， 使 两 个 积分 

| -trC+D-7e- 坟 至 
和 
| {f+D -Fe-)} LL 

到 处 存在 而 无 一 点 % 使 这 些 积 分 (任何 一 个 ) 依 勒 贝 格 的 意义 存在 .其 
呈 了 和 了 的 富 理 埃 级 数 都 是 匀 伍 的， 

[证明]】 设 9(o) 一 cos ww 十 sinw 十 cos 20-Hsin 20。 我 们 证 明 连 续 
函数 fo) - 妆 g (ac2e)7ml 满 足 定理 的 一 切 要 求 . 

设 0<84< 五 和 mr, 则 当 w 是 一 正 整 数 时 ,积分 

Tlh, H)— | [gnetnt) glne—m)] GY 
的 绝对 值 一 一 注意 到 恒等式 
gtD-IoD 
~ V7fsn (Fs)sinttsin (4 -20) sin2d 
一 一 等 于 Sa 
(v3 {sn (等 -mz)av+iin( 时 -2nzjsin 寺 宇 | 
人 
由 是 ，.7u(i 五) 对 于 加 再, 以 及 w 是 均匀 有 界 ， 因 此 ,积分 
| Teh, 了 

当 > 十 0 时 ,到 处 存在 ， 另 一 方面 , 从 


* 
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fo) 一 一 | CAC eet enh 
三 序 [. 02 (0+) —g (2 (0 #)) a 
2 霹 二 3 
得 到 f (2) -六 二 eT 9 (2"””zw)， 由 是 可 知 极限 
im "Tet = Fo-t) a 


un 


到 处 存在 . 
由 yY( 纪 的 周期 性 ,我们 兄 到 , 当 w 是 偶数 时 ， 
全 y(n + nt) 一 ga 一 mt) | at 


Be re 本 1)| 9 


a 


x[ 闻 + 二 二 一 和 


二 27 二 dm tnm 
L111 1 1 
> 
2 


x | lg leett) -gCne—t) le 
>Alogn, 
4 是 一 正 的 常数 ， 事 实 上 , g(* 十 候 一 g(w 一 共振 0 (国定 任 -一 由， 由 是 
|f(2t+ 臣 一 f(zw 一 旭 |/i 在 [2-mY, mw] 上 的 积分 大 二 
os [gC ot)) gC (0)) | 


号 一 (有 六 
B) et) pe a 
全， ~ 
1 


: ey = | 20t 
A Cmts Di 
> 3 而 4 log2 三 


kt 2 一 人 Blt 


>>.4n! ++o(n!). 
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从 而 积分 ,17(a+ 且 一 了 (a 一人 | 开 到 处 不 存在 ， 同 内 可 证 
: Led ne 
+0 区 8 


最 后 从 


lim S,(f, 4) ~ Bw HmBo(y(200m， 由 


号 坪 9(24)m) 
断言 了 的 富 理 埃 级 数 匀 敛 于 f(z)， 同 术 名 [ 旋 匀 伍 于 了。 定理 证 毕 ， 


11. 部 分 和 趋向 于 无 穷 大 的 问题 


设 5,(f, %) 是 作 [f, 加 的 部 分 和 ， 吾 是 一 正 测度 的 点 集 . 关系 
Sn( 办 ~ 十 ce 在 召 上 是 否 有 成 立 的 可 能 ? 这 个 问题 至 今 尚 未 见解 
决 . 备 孝 夫 于 1947 年 证 明 ; 5S,(f, 四) 在 召 有 可 能 “度量 收敛 "于 十 co. 
从 这 个 结果 ,似乎 8,Cf, 2)-> 十 colwEB) 可 能 成 立 ， 但 是 某 些 直 交 函 
” 数 级 数 决 不 可 能 在 一 正 测度 的 点 集 上 趋向 于 十 co。 下 面 将 详细 说 明 这 

个 事实 


首先 说 明 哈 尔 (Haar) 的 函数 系 . 写 着 x (z) ==1,x 了 9(z) 在 [0, 二 
上 等 于 了 在 ( 卫 , 1] 上 等 于 一 1 效 ( 玛 )-0 当 %>0 时 ,对 于 b=1， 
2, ,2", 定义 - 


sD) (2 et), 


D+ Dn+1 


jz 全 一 一 \ 责 (区 于 -<< 2% )， 


8 + 入 2 +1 


在 [0, 圈 中 其 余 的 点 2 Xi 一 0. 哈 尔 的 直 交 隐 数 系 {x (4)} 是 在 
[0, 4 上 作成 的 ; x1(%) 一 Xe) ， 和 (0 一 NO (一 和 十 和 >、 

任何 自然 数 n 总 可 写成 n=~002 二 0121 十 二 Gm2", 这 里 (ox 一 4) 
一 0. 现在 置 


rr rr re 
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Wo(%) 一 8gn sin(2m2) 一 ZX 人 z)， 
Wi(w) =sgn sin(2%%w%w) 一 X (2), 


W,(w) = 二 [sgn sin (2*++0re) 1] ™, 0 一 六 ax2* 的 话 ， 


这 里 sgn sin (2"+lzo) (n=0, 1，…) 是 拉 特 马 吸 (Rademaeher) 的 函数 
系 ， 开 sb 人 一 0 1，…') 是 瓦尔 许 CWalsh) 的 函数 系 ， 它 们 都 是 [0, 十 
上 的 直 交 系 ， 从 上 面 的 定义 容易 明白 ， 当 m=2"*+hC0<h<29) 时 ， 

到 ,9) 是 x (2)， Xp XV) 的 一 次 形式 . 由 是 , 瓦尔 许 函 数 级 
数 go olw) 十 …, 把 它 写 成 


oo 人 93+1 一 二 
aoW ol2) +aW zr) + | > arW xr(%) 


时, 它 是 与 Qox6Y (2) 十 cax 人 (2) 十 > 3 etoko) 相符 合 的 ， 这 里 的 os 
是 常数 . 

下 述 定 理 1 和 定理 2 是 打 拉 良 (4. A， Tanain) 和 阿 鲁 秋 籼 (AP7- 

TIOHAH) 于 14965 年 的 数学 汇 刊 (MM, o6. 66) 上 发 表 的 . 
定理 1 任 一 哈 尔 级 数 马 anxzn(o) 不 能 在 一 正 测度 的 点 集 上 趋向 于 
十 co, 就 是 说 , 习 mzr(O) 一 ce(zE 吾 | 如 |>0). 

定理 它 任 一 瓦尔 许 级 数 卫 onV,(w) 不 能 在 一 正 测度 的 点 集 上 站 
向 于 十 co; 

定理 2 可 从 定理 工 导 出 : 如 之 CawW2n(2) 十 十 Gann-1W nn_1(2)) 
在 正 测 度 的 点 集 召 上 趋向 于 +cse， 那 末 存 在 袜 {o 和 zi 人 2) 十 … 十 
Cc 名 Xx? C2))， 它 在 如上 趋向 于 十 co, 这 是 与 定理 寺 相 冲突 的 ， 因 此 
我 们 只 要 证 明定 理 1， 

【定理 工 的 证 明 】 置 Sa(2) 一 qayi(@) 十 … 十 onxn(z)。 假如 (2) 
一 十 co(zE€B，| 召 | >>0), 那 末 卫 中 必 有 正 测度 的 玖 朗 闭 子 集 玉 , 在 了 
上 , S,(2) 庆 并， 及 之 0。 人 了 从 {xn(2)} 除去 在 闷 上 概 等 于 等 的 x,《%)， 祭 
下 的 {xm(2)} 的 任 一 xm(%) 在 五 的 某 一 正 测度 的 点 集 上 不 等 于 零 。 这 
样 , 我 们 得 到 子 级 数 之 gmxn,(2) 在 Fo 上 均匀 地 趋向 于 十 ceo，&ocCA， 
|Fol = i 五 |, 部 分 和 
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Sr (8) =GnXn (Tt) 二 "十 GmXns CV) 
在 Fo 上 不 取 负 值 ,当然 我 们 可 以 假设 4, 关 0。 设 x,(2) 取 负 值 的 区 间 
是 必 . 记 适 合 于 ] 了 Fo 所 | =0 的 最 小 的 5 为 训 . 除开 如 适合 |BFod.| 
一 0 的 最 小 的 上 为 和 这样 做 去 , 得 到 一 列 自然 数 : 
过 
这 就 是 说 ， 除开 r,s 7 4 使 [Bod | =0 的 最 小 k 为 名， 下 述 1° 
和 2° 是 值得 留意 的 
1° 出 于 4， 所,,… 中 任何 两 区 间 不 相 重 迄 , 所 以 | 水 | < 工 
2° 假如 Et{ 让 , 那 末 1Fo0ds,|>>0., 
由 1°, 存在 知 使 得 
SS 四 |Fol 
2 ll<- 
设 x(2) 在 民 上 取 正 值 , 4 村 十 朱 , 则 因 | 休 |=| 代 |, 成 立 着 
. . 3 
/al le 
qmXm《T) (% 关 名 ) 在 {4} 外面, 其 值 为 零 , 将 这 些 项 从 之 awxw() 除 去 ， 
余下 的 项 组 成 级 数 dnsxm, (2)， 被 除去 的 函数 在 点 集 Fo .上 等于零 ， 
| 丽 |> 责 1 西 |， 在 点 集 殉 上 , 本 (4) 一 高 amxm( 罗 均匀 地 趋向 于 
十 sc。 如果 我 们 能 证 : 存在 带 数 Wo 适合 
8.(o) > Mo (2E [0, 11), 
那 来 , 当 nxco 时 ,我 们 见 到 
人 S,(%) do (| 。 | )3,(Ddo>+o. 
这 是 与 下 面 的 事实 不 相 容 的 : 
| S, (2) dz = | mm (1X) dL 


i 
-| am (sds~a (n=1, 2, pe 


因此 ,定理 工 的 证 明 归 结 于 证 明 上 述 Mo 的 存在 . 
画 数 auxr 2) 在 改 , 的 内 部 取 负 的 常数 3fy， 我 们 证 明 ， 
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Mo=min( M1, Ms, "+, Mi,) 
适合 上 面 的 要 求 。 首先 我 们 见 到 
Si:(z) —amxm (2) 一 oO0 (zzE[o, 1]). 
当 1< mx-<wi 时 , 假如 Bw_1(2) 之 0 在 [0, 1] 上 成 立 , 那 末 mx<<m 的 
话 , 我们 要 证 B(o) 之 0 在 [0, 1] 上 也 成 立 ， 由 于 , 当 wE dm 时 ,Bx(w) 
一 同 .1(%), 又 当 wE 全 ,时 ,x(2) > 加 (2)， 所 以 我 们 只 要 证 明 BS.(w) 
之 0 在 全 ,上 成 立 , 就 得 到 8(o) 之 0 在 [0, 1] 上 成 立 的 结果 了 ， 假如 
mw 之 m， 那 末 由 于 | 了 o4z| >0， 所 以 Bx (4m) 二 Si(w)， 从 而 Br(%) 之 0 
(zE 4;,) ， 假 如 mw 一 那 末 245, 的话, B46(2) 之 0; wE 4 的话， 
Bo) > M1> M,. 

由 是 可 知 ， 当 mx 才 m 时 , Bx(z) 之 和 Mo 在 [0, 1] 上 成 立 . 

现 设 对 于 (4 各 ) 中 的 某 一 了， 当 mx 所 mm, 时, Sr) > Mo (2 €& [0， 
和 D); 当 4EE 十 … 二 4, 时 ,3,,,(2) 之 0. 我 们 考虑 在 nm .<wa<wu 情 
况 下 的 号 (w%):; 我 们 见 到 , |Fodi,| >0, gmxm(2) 一 0G2€ 全 十 … 二 如》 
当 w 世 di 时， amxm(w) 之 0， 从 而 当 2E 和 LS, 十 … 十 村, 十 斥 , 时 ， 

Bi(z) = B11 (8) + om (2) >0. 
但 是 在 ,上 ,1(2) 之 0, 从 而 当 4 巨 义 , 十 … 二 村 ,， 时 ,1(2) 之 0， 由 
St) > Mo (zc [0, 1]). 

总 而 言 之 , Sx(2) 字 Mo (mm ,021) 和 5% (0) 关 0(2EE 人 十 … 
十 人 和;,,) 含 有 (2) 之 0(wE dn) 和 Sir) 之 Mol(0<e<D), 但 mi,<m< 
2 

其 次 ,假设 my 二 mw, 那 末 当 rE 人 十 … 十 和 时， 着 0 在 后 
上 ,vw) 之 了 之 Mo 另 一 方面 ，vEE 生 十 … 十 改 , 的 话 ，awyr ke) 一 
0, 由 是 可 知 

S,, (o>Mo (0O<r<1, mm—n,). 

我 们 证 明了 : Bx(2) Mo(0<z<l， mx 必 ty) ,特别 当 oaE 全 十 …… 十 如， 


i 
时 ，Bx(z) 之 0， 这 里 j<j，， 襄 | 全 < 于 ol 


1， 部 分 和 和 趋向 子 无 穷 大 的 问题 
现在 考虑 当 mawuv 时 的 Bi(c)， 假如 对 于 适合 may 的 某 一 
1, 能 使 (sz) 之 了 Ho 在 [0, 1] 上 成 立 ， 当 wEELi 十 … 十 La, 时 ， 31(2) > 
0， 由 于 wo 适合 
| mm, (jj0), 
| Fod7 | >0, 
所 以 maxma(2) =0 在 全 ,十 … 十 虑 , 成立: 当 和 > 加 时 ,在 ds 十 … 


十 4n,, 中 ， 成 立 着 GmaXma Ct) 一 0. 由 是 ， 当 Ze 二 一 十 十 i 时 ， 


B11 (2) 一 S,(%) 十 mn Xrm (2) 之 0， 
从 而 级 数 三 cnsxrs(z) 的 部 分 和 站 :ai(e) 一 致 于 级 数 卫 gmxm《2) 的 部 分 
和 总 (w), 这 里 必 =zri。 由 于 
Gg)>0 (EP), TFodzs|>0, 
所 以 在 祭 ,, 上 ,wi(8) 池 0， 由 是 , 当 z 蕊 点 ,十 … 二 du 时 ， 避 (ec)> 
0， 总 结 起 来 ,我 们 见 到 (2) 之 下 (0<w<1)， 定理 1 证 毕 ， 
这 样 一 来 , 对 于 三 角 级 数 的 部 分 和 , 似 育 不 能 在 正 测 度 的 点 集 上 趋 
向 于 十 ce 的 形势 ,这 个 形势 是 与 上 述 孟 孝 夫 的 定理 背道而驰 的 ， 三 角 
级 数 与 菜 些 直 交 函 数 的 性 质 , 对 于 某 些 问题 可 以 很 不 相同 , 事实 上 , 乌 
里 雅 诺 夫 证 有 下 述 定理 ( 见 M. 66. 63,1964); 
定理 咏 区 间 [0, 雪上 ， 存 在 有 界 变 差 的 函数 f(o)， 使 它 的 哈 尔 
富 理 埃 级 数 


f OE glo), off Os, 
的 发 散 点 集 在 [0, 刁 到 处 稠密 . 


首先 证 明 引 理 . z 

引 理 1 设 “ 是 (0, 四 中 的 一 个 二 进位 无 限 小 数 ; 当 ic [0, o) 时 ， 
0) 等 于 二 当 1E (a 了 0 时 ， fo( 人 ) 一 0, 访 (o 一 到 ， 那 末 (6) 的 哈 
尔 级 数 在 点 + 一 a 发散. 


【证 明 ] 置 K(t, 9) 一 x(x (2) + (x (5), 
SW (2) =c x0 (2) + + om rm (2) , 


79 
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cm om (f.) =| frm (as 
则 fs 的 哈 尔 级 数 的 部 分 和 可 以 写成 
SD = | fo ER, ot 
将 正方 形 Q(0<t<1, 0<w<l) 等 分 为 若干 个 正方 形 , 我 们 可 以 顺 
次 求 得 及 如 (tz) 的 数值 : 
KP(i, ¢) =1, 
KM(t, ¢) = EOD, 2) +xh (Ct) x (8) 


-2 由 加 E(0 去 ; 0 去 )+( 当 , 匡 二 1) 


| =0, (t, w») <( 亏 ， 1; 0, 雪 )+(0, 却 31 去 1). 
对 于 及 842 ($2) 来 说 , 在 沿 着 对 角 线 i 一 42 的 2 个 正方 形 QJ, Qa,…， 
Q2 上 , 其 值 等 于 2"11, 在 其 余 正 方形 上 , 其 值 是 零 、 假 如 1<p<2""， 
那 末 
及 给 1(4, vo) = Ee"(t, ¢) 十 加 X16) Xp L) 。 


将 外, Q@2,…, Qs 中 的 任 一 Qi 四 等 分 为 82 了, QR 所 ?RQ 扣 ,在 
沿 着 的 对 角 线 的 正方 形 Q 名 ”上 , 玉 避 1(t, ww) 等 于 2”, 在 其 他 的 正 
方形 上 ， 其 值 为 零 ， 由 是 ， 假 使 4 是 (0, 也 中 的 一 个 二 进位 的 无 限 小 
数 , 那 末 KW(t, zz) 只 能 在 一 个 区 间 7 (ze 的 区 间 ) 上 不 为 零 , 其 值 等 
于 2" 或 2"12， 同时 |I 久 | 相应 地 等 于 2" 或 2”*， 在 这 种 情况 ,我 们 
见 到 ” 
SW (9) = 霹 jr falt) A,. 


或 是 gz (由 一 | 万 (ai 这 里 aE 了 一 (2 02 二 2 9，0< 
gn<2" 一 1， 由 于 |fe( 人 )| <1, 所 以 |Sa(a) |<1， 由 于 a 的 性 质 ,存在 


如 下 的 {vu}: 
| a—0.a02 0n01 au0I…， gq,(4,—1) =0, 


0 参见 G. Alexits 的 < 直 交 级 数 的 收 伍 问题 > 此 书 有 德 文 ,英文 、 俄 文 版)。 
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置 各 一 0.caca…an01…ax， 则 gE (xz，xXz 二 2) 。 从 而 


Seno)—2"| ,foldt~2m (oa). 


田 一 方面 ,0.1a4*…am 过 a 之 0.94…@10111.…， 记 左 端 为 yx, 则 得 
2 
从 而 
Sanen Co) i fa dt 2 (gpa) ta pe) 
由 是 ons {a) 228, (0). 假如 lim sup San (&) ~ Hm inf San (a) 3 那 末 ， 
由 于 |So(o) | 和 二 所 以 上 式 两 端 是 同一 有 限 数 4, 从 而 4 一 24, 4 一 0. 
但 是 ,这 是 与 
Sons (a) > 2™, 


1 I 
pr 


不 相 容 的 . 引 理 证 毕 . 

其 次 ， 我 们 要 把 有 界 变 差 画 数 的 哈 尔 级 煌 的 收 化 点 集 和 发 艇 点 入 
. 清楚 地 划分 , 建立 如 下 的 

”可 理 作 设 了 az 的 是 f(t) EV [90, 1] (有 界 变 差 的 函数 ) 的 哈 尔 

级 数 ( 简 记 为 S[f, %, 如), 则 在 了 人 的 连续 点 级 数 收 化 , 在 [0, 1 中 的 
二 进位 有 限 小 数 点 ,级 数 也 收 化. 

【证 明 】 当 z 是 [0, 1] 中 的 一 个 二 进位 有 限 小 数 时 ， 或 是 落 入 
某 一 区 间 了 TD, 玉 代 (Ff, 2z) 取 值 为 2" 全, 2", 2"1， 而 |ITw | 有 顺 次 其 有 长 
2-" 2 "2m 此 时 ,再 天 人 (人 fo) 所 造成 的 部 分 和 是 


8 从 一 -TBT 774 


或 是 玉 风 作 四 在 区 一 (o-2-m 由 上 等 于 2 在 .7 名 一 (zz 二 2) 
上 等 于 2m-z, 此 时 


SW (0) -gor GL ym] ,fat. 
区 闻 I 多 和 J 了 7 多， 当 m->cc 时 都 收缩 于 名 点 ,因此 ,假如 是 了 的 一 个 
连续 点 , 那 末 Sw (2) 了 (2) (mm?00)， 


ep 
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次 设 z 是 (0, 1) 中 一 个 二 进位 有 限 小 数 的 点 ，f( 旭 在 t=w 是 不 连 
续 的 ， 作 如 下 的 9 (2; 
当 0<t<z 时 , 9(=f (2 一 一 f (w+ 人 DD; 当 w%<t<l 时 , 9(t) =0; 


p(0)—3{f 20) —f (2+0)}. 


写 着 由 一 了 (一 g( 旭 ， 我 们 见 到 了 的 一 上 ( 引 十 gp(),，% 是 由 人) 的 一 
个 连续 点 ,因此 六 (由,， 2, 2%) 一目 (2), ww 是 一 个 二 进位 的 有 限 小 数 ,级 数 
了 cn(g)yn 人 lt) 具有 有 限 个 项 不 为 零 。 因此 Hm Sm(g, 2 切 存 在 .这 
里 SB,(g,%, 2) 和 -Ss( 灿 ,x, 2) 分 别 表示 卫 qm(g)xm(2) 与 Gm( 站 xm(2) 
的 最 初 nm 项 之 和 ， 由 是 5 (J, %, 2) 一 6。 (9, x， 2) 十 Ss ( 业 , x， vw) 的 极 
限 存 在 ， 引 理 证 毕 . 

定理 生 设 f(t) 在 [0, 二 上 是 一 有 界 变 差 的 函数 ， 假 如 ft) 在 
(0, 1) 中 的 一 个 二 进位 无 限 小 数 点 2 具有 不 连续 性 ， 那 末了 ( 介 的 险 尔 
级 数 在 点 2 发散 . 

【证 明 】 利用 引 理 2 证 明 中 的 9, 几 , 成 立 着 

Ss,(f, %, 2) =S, 9, x, 2) + Cb, x, 2), 

由 于 % 是 出 (的 一 个 连续 点 , 所 以 当 n->co. 时 ,上 式 末 项 具有 极限 , 利 
用 绰 理 1, 函数 


1 ) 
9 从 一 了 (二 站 二 于 人 
在 t=% 是 不 连续 的 , 所 以 当 n>co 时 , Sa(p, x, 分 没 有 极限 . 定理 证 
毕 。 
[定理 8 的 证 明 】 区 间 [0, 1] 中 存在 到 处 稠密 的 二 进位 无 限 小 数 
点 列 V1, Vay Wa, ""*, 作 范 数 Pa 一 之 Am ， 关于 i(0<t<1) 是 单调 增 


吉 的 ,i(%) 所 半 m?， 由 于 任 一 w: 是 及 ( 提 的 不 连续 点 , 它 可 以 写成 二 
进位 无 限 小 数 , 所 以 号 an( 所 )xm(t) 在 {zw} 上 发 散 , 证 明 完毕 。 
12. 三 角 函 数 系 的 更 序 
设 v1 ps, … 都 是 自然 数 ， vk 之 1 {wx} 不 依 大 小 的 顺序 排列 . 称 三 


12. 三 角 函 数 系 的 更 序 83 
角 函 数 系 
{cos zx0，8Sin pit}, 1, cog py1%, sin Dit, CO8 ya%, Sn Yad, 
为 计 ，oos mw，sin nw} 的 一 个 更 序 的 三 角 函 数 子 列 ， 在 [一 x, zw] 上 ， 
{cos pxw，sin zzz} 是 不 完备 的 (一般 地 说 ) 直 交 函数 系 ， 对 应 于 fE€ 
工 ( 一 w, w), 存在 一 个 定 序 三 角 级 数 ( 对 应 于 {vx}); 


f0) ~ 总 (ox cog vit + Bi sin vt). 


简 记 这 个 级 数 为 多 [f，{vx}], 或 全 [f, {vw}, 杂 ， 这 里 建立 如 下 的 
定理 1 存在 具有 下 述 两 性 质 1” 和 2° 的 {vx}: 
1 La( 一 xr, wm) 中 有 (2%), 使 玉 [f，{vx}] 概 获 ， 
2°” 对 于 Za 人 (一 ms Tw) 中 任 一 了 (2%) 和 任 一 正 数 8, La( 一 x, ww) 中 存 
在 函数 贞 (), 全 [由 {v4}] 概 化 而 | Cf (2) 兴业 (oO)) |<<s( 一 <<w<). 
这 是 容易 从 下 面 的 定理 2 导出 的 ， 两 个 定理 都 是 4. A. 打 拉 良 在 
数学 汇 刊 (M. 05. 63(105)4, 1964, 620~.638) 上 发 家 的 。 
定理 安 。 存 在 下 述 两 种 性 质 (a) 和 (b) 的 三 角 级 数 


co 十 p3 (cx ©08 Lut br pin Hw), 
这 里 {Lx} 不 是 依照 大 小 顺序 排列 的 ， 
” (a) 对 于 某 一 自然 数 序列 46a} ( 夺 之 Bo 之 之 所 之 …), 子 级 数 
名 (Gx Cos jixet+ bw aim He) 


在 [一 上 加 上 几乎 处 处 无 界 发 散 , 同时 (8 十 本 ) 收 敏 ， 
(pb) 对 于 La( 一 w, ww) 中 和 任 一 了 (wD 和 一 正 数 6, 存在 自然 数列 {me} 
(m<nyz) 和 (2) 使 三 角 级 数 


Em cog mew+t bn sin pntp) (ES Oto0) 
概 化 于 册 (z), 而 | 化 (办 Jo))1<e( 一 z<z< 四 、， 
定理 1 显然 可 从 定理 2 导出 ,我 们 只 要 证 明定 理 2 就 够 了 、 


现在 利用 备考 夫 的 连续 函数 由 (t) (c<1<d) 来 证 明定 理 2, 几 的 的 
存在 见 数学 汇 刊 (M. o6. 8,1940)， 设 线段 az+3 (cs zs 办 的 两 问 
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(c， ac+5) 和 他 od+5) 都 落 在 % 轴 的 同人 出， 则 对 于 任 一 正 数 ”， 大 
于 8 的 自然 数 >， 存在 如 下 的 由 (DEC [c, 匀 和 加 [a, 要: | 召 | 大 于 
(4 一 中 (1 一 二 ), 在 召 上 ,下 (2%) 一 av 十 在 [ec, 四 中 某 些 区 间 上 ,中 () 
是 直线 段 , (0) 一 ac+b, 由 (的 一 qd 
| 人 az) | <2v maxlaz 十 2 ， 


4 的话 ), 
ginn(f— 2%) di 
一 引 


<Av max|aw-t8| (EF, n=l1, 2,.%). 
BEIC, 


引 理 。 对 于 任 一 实数 4 正 数 。, 自然 数 徊 和 2 ”> 8，[o 由己 
(wm) ,9 一 e<w, 存 在 如 下 的 由 (2) EO[c, 外 与 可 测 点 集 Bc[c, 四， 


[BI>(-0(1~—2), yo! (EB), 


ISnlo)|<e (nno), [So)|<Ailly (2EE), 
这 里 
1 na Simn (4 十 志 }(t 一) 
Sn(2) -| .ye oC dt, 
及 一 下 ， 2，3，…3 站 的 在 [c 好 中 某 些 区 问 ( 有 限 个 ) 上 是 线性 的 ， 
“首先 利用 适 孝 夫 的 函数 峭 ( 纪 来 建立 引 理 ， 将 [一 mm] 分 为 有 限 
个 小 区 间 ， 使 在 每 一 小 区 间 中 ，cos nw 与 sin nz 当 工 Sm<ono 时 都 成 单 
调 函数 , 记 这 些小 区 间 为 [euw， au] (t=l, 2，…，?2o) ， 
0 一 一 省 二 的 一 
置 ?一 /22po(2mo 十 1)， 对 于 这 个 在 所 设 的 情况 下 , 作 孟 孝 夫 的 函数 
册 (2)， 设 mw， Gpnm 中 的 点 落 在 [e, 四 中 的 为 of; 
C= y=, 
虽 2' 志 po, 在 lo- I<P 中, sin-nw 利 cos nw 都 是 单调 的 ， 这 
插 1<n<no， 由 第 二 中 值 定理 , 我 们 见 到 


13. 三 角 晃 数 系 的 更 序 85 


『 人 ng dz| <20， fF (woosnzdr | 一 27。 
从 而 当 1<n<no 时 ， 
| wosin nw dol <2pon, 
[fee)eos we gaz| <2pon,. 
另 一 方面 ,由 小 (az 的 ( 睾 学 夫 ) 人 性质， ye 


a 二 | (2) OS 0 gg 
S,(w) =- 好 十 《er 009 kw+ br sin Lvw), 

出 当 wsme 时 ，|Sn(o) | 才 2pon(2m+1)s。 当 |8|<w 时 , 易 知 

, 本 
sinng Sn (e+ 豆角 | 

各 mm 寺 
由 于 2 一 c<m, | 业 ( 雪 | 入 27| 下, 所 以 两 个 积分 
sin (mn 二 可 豆 ) (ft—2) 


0D 守 于 人 at 与 fy 
; Ce 


< 之 co (co: 绝对 常数 ) 


之 差 小 于 2v i|xw eco， 下 理 的 证 明 因此 完成 . 
【定理 的 证 明 】 证 明 包 含 如 下 几 个 步 又 
TI、 从 概 散 级 数 作成 新 的 三 角 级 数 . 
从 8 6 我 们 知道 Z2 中 有 富 理 埃 级 数 , 它 的 更 序 级 数 


3 abt Cos Pst br sin Px) 


几乎 到 处 无 界 发 散 ，[(c, OD), 5 已 是 含有 三 个 元 素 (c, 四 ,六 > 的 集 . 
假设 c 和 4 都 是 有 理 数 (一 "sx), 1 也 是 有 理 数 , > 是 自然 数 , 那 末 这 
些 集 的 全 体 是 可 列 的 , 它们 可 以 记 成 一 个 序列 : 

[Go GD 有 (i=1, 2 
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设 6&1>8401->0, B81 十 89 十 一 之 co, 作 的 ,4} 如 下 ; 设 和 一 m6 一 1， 

取 定 : 
p> (ax C09 Puw + bi sin Pre) 


和 
之 (wx c038 Ex br Sin Ew), 


这 里 前 式 只 有 一 项 ， 后 式 中 的 & 和 bx 是 任意 选取 的 ，mo>>rwo>>Py, 假 
如 


by {gk oos prz Ds sin Pew) 
=n 


和 
了 (gx cos Kw br sin kx) 


业已 取 定 ， 那 末 选 到 相 当 于 EE [zt ，%] 以 及 8E fo 的 候 ， 效 和 
ck， Bx 如 下 。 设 Ai 己 [一 mw], | 4] >2r 一 so 当 zE .4 时， 


(1) pS (gk C09 Dp 二 Sin pri) | > 


J 1 


现在 选取 nm 使 它 大 于 max (Pun<hemm), 
于 引 理 置 [e, 四 一 [ew 四 ,7 一 了 se 一 二 sm 一 mw zy 一 ww 则 可 得 相 


应 的 由 (oz) = 由 (oz) 以 及 加 一 召 c [a 中， 具有 引 理 中 的 种 种 性 质 ， 将 
由 (5) (一 wv 所 Wm) 在 [c, 中 外 部 的 数值 看 散 零 ， 那 未 取 70 足够 大 ,可 
使 名 [的 部 分 和 As(2) 满 足 


S82) 一 We) | < 六 


(2E [—n, w], HET— 8 0 十 6 十 (加 一 6 dF en). 


由 数学 归纳 法 我 们 得 到 下 面 的 级 数 
(2) BS (woos prt Bsin pa) 


+ 3 (ar oos bot brsin ke)), 
这 里 , | 
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> (az cos hw+ br sin bo)=S8(2) 一 8 0) (i=0, 1, 2 …). 


我 们 将 证 ， 把 (2) 中 括号 解除 ， 得 一 不 并 项 的 三 角 级 数 而 成 定理 2 
中 的 级 数 . 

开 . 级 数 (2) 具 有 性 质 (a). 

设 w5E [一 m, T]. 当 % 不 在 (61 一 84 e120 十 ( 胡 一 &1， 4 上 0 时 ， 从 


[S80) —w(o) | <a 和 |S8(2)] < 于 st (mn<m) 


得 到 
| pS (gx 608 EL+ Br Bin Bw) — h(t) |<e. 


利用 189 人) j<4|8lw(eE 杞 )， 我 们 见 到 : 当 m<n<m, zE 有 时， 
| > (qx cos hot br sin hw) | srt Alhly, 
利用 贝 塞 尔 (Bessal) 不 等 式 , 得 到 
(ai 下)< 寺 | 如 (Or 0), 


又 因 
|S8 (8) < 到 ae<n)， 


See oos e+ by sin jz)=SW(o) — 8, (8), 
故 当 %% 志 nn 志 m 时 ,成 立 着 
(3) 全 | 


ee 2 


en | 
2 Do 和 w(t) nT- 
级 数 写 六 (a C08 Drv b Hin pr?), 去 其 内 部 的 如 法 > 得 到 无 


界 概 散 级 数 《ooos Piz 十 政 sin Pr) 的 一 个 子 级 数 ， 后 者 对 应 于 商 
中 的 一 个 函数 , 从 不 等 式 (GD 我 们 见 到 , 在 点 集 
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- 


oe= 4 (|4,| > 条 一 6 
上 ,所 考虑 的 子 级 数 到 处 发 散 ,并 且 GcfE 一 am zx], 1@|==2%, 
III. (ax cos hz 十 bs sin 64) 的 一 个 子 级 数 . 


我 们 要 证 级 数 (2 具有 性 质 (b)， 假设 <<1，(b) 中 的 f(w) 是 连续 
的 ， 设 整 数 数 列 {ri} 适合 T1>8 和 2xr7 Ti < ed 8 从 {(cp Qi) » Vy be} 


选 出 有 限 个 如 下 的 元 素 : 


[LC6,, i)) , 2 | (j=1, 2， yy 1:) 
页 所 和 < 扫 < 必 介 ， 


61 Vey 二 Ty, 
训 a | 


其 中 [6 du1(1<j< 有关 ) 两 两 不 相交 ， 而 都 是 | -zt+ -一 癌 航 


i167” 16 
子 区 间 ， 其 全 长 (@ 一 6) 十 … 十 (ds, — 04,) 大 于 2r 一 于， 当 2zE [ei,, Qs 


时 ,了 (2) 与 术 ,之 差 小 于 雪 太 *(j 所 各， 点 集 
B.-, Ep {[os,— Bs 25 十 :| 十 [eu 一 Bisy Qu 十 cul} 

的 测度 1B1| >2w 一 ,事实 上 ， 

1 和 

> | 五 ,| >2z-- 和 一 三， 襄 (28 十 280) < 三. 
现在 证 明 , 当 2€ Bi 时 ， 

2 by (ak eos Fw by sin hr) —F 8) | < 全， 
=1 K=y To 
在 轧 上 , 由 (2z) = 当 2E 瑞 时 , 必 有 吾 , 含 有 2z(s 和 ys 和 ， 因 此 

> l {ax Cog Bo} bx sin Rw) —b, 


<sw (1<j<. 
男 一 方面 , 当 2E [ow di1 (3 尖 总 1<j< 科 时 ,由 于 由 ,( 拉 ~0, 所 以 


| 到 (an eos hw+ br sin hr) 
Pay 


< et 
由 是 
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忆 ， 3 (x COS kx-t br Sin ke) —f(%) | <rts ou< 识 : 


大 Bl 上 成 立 . 
设 0=N 达 入 之 之 加 达 近 jp- Bi 习 Bs 汪 … ee | 
时 ， 
Bl>|Bal 一 本 
在 By1 上 ,成 立 荐 


p—1 , ia 


| 和 > (cr cos wt by Sin bw) 一 7) < 本 ， 


则 函数 
0 2 号 2 2 (a eon hw bs sin hw) 
是 连续 的 , 且 从 上 式 我 们 见 到 
WO1< 吉 (EBo): 
设 


种 2 之 之 A Tp, 


. ,ee 
Eyzt1 十 十 EY Tpt1y 


6 
fe,, Qu c[ -=+ 本， T 十 喜 | 
[Bs [cn ds 二 十 [es dl} | 之 Bl 二 e217?, 
| 多 一 时 wy) | < 序 Th (w€E By-ilos,, Gd])， p11 所] 加， 
我 们 要 证 存在 如 下 的 Bs: BC By 1Bsl>1Bs| 一 29, 在 Bo 上 


， fa 
(4 > 必 有 (ok co kz 十 busin bo) — f(%) |<rih. 


定义 Bb 为 Bz 与 
- , 襄 ， Tee Et Cis 3 十 [ca 一 Bisy Geul} 


和 = 2 


的 交集 ， 由 于 
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E 人 :十 B,C [ec Gin] 于 人 二 {es,, dh] : 
所 以 左 端 的 测度 大 于 右 端 诺 区 闻 的 全 长 减 去 2x75'， 由 是 


3 2 2 & 
1B,1> lB lB >|B, | ~ or. 


现在 证 明 (水 在 B, 上 成 立 . 设 woE Bs, 则 [jp-1 十 1, 知 中 有 了 适合 
mE By_1° Bi,, voE [os — 20, Bt 8] (FY, 和 Ts 和。 有 从 而 
woE Lot Bo, 全 一 er]， 
由 于 册 (z) 0(wE [Le Qo), 所 以 当 [ja 十 二 总] 中 的 7 六 时 ， 


] ms 


SF! (gx Cog Fvot br sin kro) 


Ks, 


> (@x cos Prot br sin js) — v0) | < eo 
另 一 方面 , 我 们 见 到 


| > EF (a C08 haat br sin havo) —l, | < Eis 


{一步 (x0) | < 


由 是 
了 try a 1 
人 kro) 一 由 (oo) | < -gr 
(ZE Br). 
从 面 得 到 (4) . 


上 面 的 修法， 可 以 一 步 一 步 的 进行 以 至 无 穷 ， 我 们 获得 一 列 点 集 
{Bo} 和 子 级 数 (适合 (4)) 


(5) S S : 3 Ci 008 how++ by sin kw) 》 
P=1 和 和 -1 中 荆 下 一 各 
0 一 ji 
BcB,s, |Bsl>1B|—. 
IV, 级 数 (5) 的 性 质 . 
我 们 证 明 (5) 具有 下 列 三 性 质 : 


12. 三 角 函 数 系 的 更 序 


(a) 级 数 (本 是 Ls 中 函数 的 窗 理 埃 级 数 , 就 是 说 ,区 (of 十 鸭 王 co。 
(8) 去 (5) 的 两 重 内 部 “括号 ”, 得 一 概 敛 的 三 角 级 数 . 
(7Y) 设 级 数 (5) 的 和 为 下 (Cz), 则 | (f(z) 志 (2)) 1 <. 


首先 证 明 主 (十 B%) 二 20， 由 于 当 Pp 字 2， 了 EL 和 p_i 十 4, 7p] 时 ， 在 


By,_1 [ov， Go] 上 成 立 着 
[一 由 (w) 1 < 吉本 和 
(oO | < (2E Bo 1), 
所 以 
] 如 | <2rs? (p>2, jtl<i<j). 
丸 因 To—= Py ™ = Dipy 改 得 
}vids, | <2T5! (p>2, jtl<j<js), 
从 页 0 
守 + 弘 < 和 (dy-0) < 吝 (Q, 一 0%) 
(p>2, jr-it+ lij<j), 
了 
> ( 计 克 < 尝 (p>2), 
了 一 Jp-1 十 1 N=nty 
将 上 式 结合 到 -32 < A 就 完成 (o) 的 证 明 . 
其 次 证 明 《8). 考虑 下 面 三 个 点 集 叙 列 的 优 限 点 集 ” 
EV-limsap oP = TH YEP (=1, 2, 3)， 
boo n=1 了 三 村 
这 里 
了 
[学 济 3 > { [6 — ds,) — bE,}, 


; jp | 
GP > 产 t [eu Cy, C4 十 ES 十 [wu 一 8 好 十 2 }, 
jp 1 十 主 


EG = 2 {[ Cy™ 全 半生， e+ [ tas, 由 |}. 


‘参见 陈 建 功 ，< 实 函数 论 >, 第 七 章 §3。 
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我 们 见 到 
[EP <2mr, (69|<278, 
[2® | <2rrrt. 


由 是 可 知 中， 中 ，C%) 都 是 零 集 ， 我 们 要 证 去 括号 的 级 数 (5) 在 点 
集 z 
M=[—«, mt ~— (EP+EP+ED) 


qd —C |t—z| 证 
Pet 一 人 -一 一 : 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 
2 Ti 2 he 3827 


从 而 


,2 8 du,—e Qi —C, 
sin 误 和 |>min {sin 药 ， > 2 (Pp0); 
由 是 , 从 (8) 得 到 


(gr co hot bsin hs) | 


KE=m) 


2 Ty 0 6 
i 2 
2 V5 


(WnEm,, jo-1+l1<I<j Pp0), 
设 wE MY, 则 当 p 足 够 大 一 一 设 基 Pps 一 一 时 ， 
ESEPTEL TG. 
假如 sE [ew 一 sw 加 十 多 ] 也 不 局 于 


|s i | 
(jt le I jp), 那 末 
(6) | (ou oo08 hs + Ds sin he) ay 
=nty . 


(jl jj, D> po, Pps), 


ee 
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假如 vwE€ Bs 加 是 [jp 十 1， jol 中 一 个 数 ， 


ZE [os 3 Biys 十 Bs, » 


vw 蕊 [6, -A du + ] 


这 里 ;六 加， ee j 了 加 时 成 立 ， j 二 加 的 话 , 我 
们 见 到 


| D3 (ax eos hot br sin 加) 


k= 


< go 十 如 2 
富 . 


7 


这 里 "60, 所 nT 4 是 一 绝对 常数 ， 总 结 起 来 , 我 们 得 到 


jp 加 全 


DS (ar cog wt br sin hr) 


下 二 季候 


jp 9 
ee p20 Bu 


这 里 p> po, p> po， 我 们 还 要 考虑 


#=fp-1+1 


(ry, 心 三 | D3 ( @x cos Kw- br gin Fz ) 


(RE, Zp-1 十 i< I 所 jp) 所 


当 和 > 2o 2> ps 时 ,我 们 抑 到 


1 2 
《ov %) < 本 A 


1 24 
(ns,, 名) 机 By a 


由 是 可 知 (B) 成 立 ， 
最 后 证 明 (y) 。 设 单调 碱 少 的 点 集 叙 列 {Bt} 的 交集 开刀 是 如 
那 末 BC{—, 各) ， 


a 
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(~ wm) —BI -1(-%, -Bl+ lB -Bl|<e. 
由 (9, 我 们 见 到 在 8 上 成 立 着 


0 mt 


,BE Goon hot bsinhe) ~ (0), 


f=Je-1tl 天 一 1 


-并且 是 与 山 (9) 一致 的 ， 证 明 完毕 。 


第 六 章 


定理 北 系 数 


1. 连续 函数 的 富 理 埃 系 数 
设 wm, 入 是 名 [用 的 勤 贝 格 富 理 埃 系 数 , 写 着 
GE 一 人 一 总 5，205 一 0 一 和 20z 
则 名 [万 可 以 守成 罗 朗 级 数 加 ou、 由 于 
-二 -res 到 hm 
所 以 ” 
Dal) + 
这 里 olf 汪 二 sop {不 et FC) ro} (p>1)， 特 别 当 


JE Cs 时，|o|<< 豆 cf， - 侣 [ )， 估计 式 (D “定量 " 地 叙述 者 黎 蚂 - 吉 
册 格 定理 ， 当 了 E 了 时 ，mws(T ,及 = OCt) (t—>?0), 这 1cx| ?< 和 oo、 另 一 方 
面 , 0 中 有 f(z) 适合 

Zlanlst lb l= (Oce<2). 
这 是 卡 勒 晶 (T. Carleman) 于 1918 年 指出 的 .我 们 将 于 下 面 $8 定 更 
学 工作 *(Acta Mathematica) 第 和 红 卷 . 
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4 采取 哈 戴 - 立 脱 尔 伍德 的 函数 来 证 卡 勒 曼 的 结果 ， 
一 般 地 说 ， 当 正 值 函数 p( 四 适合 op( 十 ce) 一 十 co 时 , 存在 FEOo。 
使 名 [用 的 系数 w， ?适合 (os 十 83)g( -iT 汉 ) 一 co 上 述 结果 ， 
是 从 glw) ==1og% 的 情况 可 以 明白 的 (参见 齐 革 蒙 特 (Zygmund) 的 “三 
角 级 数 ”，1935 年 版 $9.6,04.). _ 
斯 捷 切 金 (0. B. Creqxma) 提出 更 一 般 的 问题 ， 设 正 值 函数 列 
{B,(w)} (az>0) 满 足 


在 怎样 情况 下 存在 f(z) EOss 适合 器 (pn) 一 co? 这 里 网 = 李 十 下 
,54 是 [及 的 富 理 埃 系数 . 

对 于 这 个 问题 的 回 管 , 下 述 定理 是 基本 的 . 

定理 二 对 于 上 述 斯 捷 切 金 的 {ZB.(w)}, 存在 正 数 数列 {7,} 适 合 

Eri<oo 和 EBr)=0 

的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任 一 正 数 &， 满 足 6,(us(E)) 一 5 人 GE) 的 最 大 的 
ww(6) 能 使 玉民 (#) 一 cc、 

[证 明 ]】 必要 人 性， 假如 对 于 某 一 正 数 吉 ， 卫 感人 )<co， 那 末 我 们 
能 证 ， 卫 人 <co (rn 之 0) 含 有 且 B,(7) < 之 o0, 这 里 ,lu(6)) 一 5 公 ) . 

固定 %， 当 <) 时 ，Bn(7n) DB,(un( 必 )) 一 起 (E)， 假 如 ?> 
un (5)， 那 末 | 

Dr) ri Sr GD rt, 

总 而 言 之 , 多 .74) 十 如 全))， 从 而 和 名 (之 0 

充分 性 . 现在 证 明 也 由 (6 =oo (BCuw()) 一 Eu2(6)) 含 有 DB(7n) 上 
一 co， 这 里 7 之 0, 于 骂 <oo. 假如 对 于 任 一 正 数 , 必 有 公使 如 作 ) 一 
co, 那 末 wmlb) 一 oo (4 一 1，2,，…)， 从 而 

lim ww *B,,.(u) >8, Bh >0, =1, 2, +.), 


置 74 一 二 (一 1 2，…)， ro=0(ngm)， 则 民企 =- 习 1?<co。 另 一 广 
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ED) TD, rm) >E hr Sp es 
现在 考 不 如 下 的 情况 , 当 & 足 够 大 时 ,一 切 w(8) 都 是 有 限 ,但 是 级 
数 了 2(E) 发 散 ， 假 设 gn== 鸟 ,( 十 0) 所 成 的 级 数 了 9 一 ceo， 卫 人 <cc， 
则 
PA AICHE SAHACIOE DS 
假如 级 数 立 9 收 化 ， 不 妨 假 设 生 g, 过 1. ee 全 


DO) BO) SD) BW + Gu). 


当 w<4w 填 wn(8) 时 , 末 项 小 于 se。 由 是 可 知 Ny (u>>0) 是 一 连续 计数 . 
连续 函数 省 
攻 一 去 (一 Www) (vu>0) 
的 道 函 数 Wn (€) 是 单调 减少 的 ， 当 Wanteo 二 0) < (to) 拷 ， v2B., (0) 
一 各 ， 现 在 作 如 下 的 fr,}。 置 we=0， 假 如 10, …, nx-1 已 经 定义 ， 由 
于 - 
2 9, Gu (8°)) 至 WD (1) >» 
我 们 可 取 nx 适合 于 
2 2 (wu(h?)) >1. 

另 一 方面 ， 

im 六 ， 6, Cn)) = 2 > 9 Bgl 
由 是 可 知 有 ”大 于 可 而 适合 于 

Sm) <1< ,SBl0)). 
从 TB,( 办 的 连续 性 , 当 坝 二 <% 所 人 时， Ein( 吉 十 四， Wn)] 中 有 个 (x) 
满足 | 

-2 i (we (08)) =1, Bi)) = (NE) Pp RE), 


当 npi < 时 , 置 7' 二 友 (%x)。 我 们 见 到 
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27 
-en) 
“内 训 < 误 记 < 
另 一 方面 
ED) Sm) E10, 
定理 证 毕 . 


定理 全” 设 0<2?<<2，{ad} 是 严格 增加 的 一 列 自 然 数 ， ;之 0, 器 中 
ce Do ， 则 必 有 了 (zw) ECOax, 它 的 系数 好 my b, 适合 


3 ?pn|?=00, ps=02+b2, 


这 个 结果 显然 可 以 从 下 述 罕 级 数 定 理 导出 . 
定理 SBS 对 于 定理 2 中 的 p，{nx} 以 及 { 志 }， 存在 闭 的 单位 加 |z| 
<1 上 的 连续 光 数 也 (2) = 也 cnw 适合 
DAR ?en|?=00., 
事实 上 ,函数 了 (2) = Ee 了 (ee) 满足 定理 2 的 要 求 ， 这 里 es! 一 pn 


当 p 一 1, nw 一 6 时 ,定理 8 是 配 赖 (Paley) 所 建立 的 (伦敦 数学 会 其 
刊 了 ，1932) . 


我 们 要 建立 更 一 般 的 定理 . 

定理 年 设 0<p<2， 假如 单调 增加 的 正 值 函 数 Gru) 人 >0) 能 
使 ?E(w) 为 单调 减少 ， 那 末 对 于 {ne} (mw 过 met1)， 有 连续 函数 了 (x) 
一 了 cz"(]z| < 适合 站 


Glen) = 


的 充 要 条 件 是 有 办 适 合 修一 BB.(Q) 以 及 于 人 踊 一 oo 
【证明 】 必要 性 从 定理 1 就 明白 . 证 明 条 件 的 充分 住 ， 不 炉 假设 
(wD >0(x>0)， 首 狗 建 立 不 等 
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N wn . x 

Br Pai? Sri 《0)。 

Kk=1 Kx=1 KE=1 


当 rr 关 % 时 ，dxr?72<7% 假如 fw， 那 末 由 于 人 恕 = 名 (dd) 以 及 
vw?B.(w) Jy, 我 们 人 


?一面 


pe ] A Br (dr) -rhErEr Dr) 。 rE BCT) ; 


总 之 喇 30DBrCrp) 十 ?这 就 证 明了 所 要 的 不 等 式 ， 我 们 得 到 
Ges])> 实 riewlr 一 启 |enl: 


假如 定理 8 是 真 的 , 那 末 从 半 强 ?|ewl?>oo(W->o0) 以 及 
Send’<Elel | Po 190<co， 


我 们 见 到 卫 酌 (|ow|) 一 co。 这 就 证 明了 定理 生 因此 , 我 们 只 要 证 明 
定理 83， 但 是 我 们 还 要 建立 概括 性 更 强 的 定理 ， 我 们 有 

定理 号 设 Blu) (w>0, 6 一 1, 2,…) 是 一 正 值 孙 数列, 0<p<<2， 
每 一 王 ,(w) 满 足下 列 两 条 件 之 一 : 

(i1) Bm)t, ur) ; 

(让 ) wr (WW) 和 wi(w) 从 十 oo 单调 减少 
对 于 自然 数列 四 < 加 <…， 存 在 连续 函数 了 (2) 一 吕 cwzr (|z| <1) 适合 
工本 (|c|) = co 的 充 要 条 件 是 ， 当 >>0 时 ,方程 

FD, (wn(€)) = Eus(E) 

的 最 大 根 w() 满 足 瑟 民 (€) 一 0. 

我 们 只 要 证 明 条 件 的 充分 性 就 好 了 . 设 满足 多 的 天 的 全 体 为 区 ，， 
满足 (ii) 的 上 的 全 体 为 2， 那 末 对 于 任何 正 数 &， 两 个 关系 

,加 中 =o 或 思 站 (~ 

必 有 一 个 成 立 ， 假 如 前 者 成 立 , 那 末 上 由 定理 4， 存 在 连续 函数 五 (z) = 
允 oxs*([z| 志 1) 适合 Bi(|en|) =o00， 

现在 对 于 ,全 t 吕 (一 oo 的 情况 ， 来 导出 ZBr( enl) 一 o. 首先 


建立 几 个 引 理 . 
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引 理 1 设 0<H<N, BB>0, Dr>0, Di= Dt 3 则 在 
: MX 一 下 十 


(i 的 情况 ,方程 组 


Bra? | Bd 
T(E) (M+l, ee N) 


关于 Wr+1， 好 ar+2， 0 有 唯一 的 正 数 解 . 当 un(#) 是 
DUnE)) = Eun) (E>0) 


的 最 大 解 时 , 号 唉 (6) 一 co 的话， 襄 ， 吕 >oo(N->00). 


【证 明 】 画 数 px(w) 一 w ?Blw) 和 如 “prlw) 分 别 是 单调 增加 和 单 
调 减 少 的 , 当 %>>0 时 , 都 是 连续 的 .所 设 方程 组 可 以 改写 为 


rp (FR) (p= M+1, », N). 


假设 Oy +1s 1 已 经 获得 ， 我 们 要 证 存在 唯一 的 正 数 dx 适合 于 方 
程 组 .假如 旋 -1=0, 那 末 “#” 的 方程 变 成 
?pr(B), 


从 而 得 到 册 一 (pr(B))， 假 如 Du_r>0， 那 末 我 们 利用 函 才 
px (2) = 2 


和 变数 
SDe 
tw 一 -7 产 err “Vy 


出 于 dt/du=BDsi(Dyz 二 地 ) -3422>0， 所 以 tfw) 从 i(0)=0 上 升 到 
to0) ==co。 我 们 见 到 和 必 的 函数 

了 -8 Bs 

hr Cu) -ry (t=—#(w)) 
是 单调 增加 的 , 没有 不 连续 点 (0<w<o0)。 易 知 由 (0) 一 0 加 (co) = 
,从 而 必 有 唯一 的 正 数 业 册 适合 于 由 (w) =1。 因 此 
(Ba 
om -mx(). 
” 我们 还 要 证 朋 唱 +4a 直 … 十 唤 一 OU Ce 不 能 成 -假如 居 
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一 D。 之 co， 那 玉 用 ww 表示 Bdn/ VD 的 话 ， 
| Fi (vx) — DDE? Br < DrsBr-a (p=M+1, .……), 
但 是 适合 于 纺 (wr) 一 了 92Br"?0% 的 wr 能 使 王侯 =o0、 从 
(We) < De (ve) 
得 到 六 吕 =o， 后 者 等 于 
BF RDB Dh/ Du 
从 而 总 强 =o. z 
引 理 号 设 mw>0 作 一下 二 …, 入 ), 则 在 引 理 1 的 情况 ， 
总 “> 总 0”. 


_P luti 


【证明 】 当 往生 名 = 一 Br Dx 时 ， drrp dgh. 假如 ry>> gs 
那 来 , 由 于 w ? 呈 s《w)1, 所 以 . 


9 一 
(了 -29 一 i ga?’Dr (Ge) rE Drr). 


总 而 言 之 ， 
Ny Nn N 
2 3 一 
mt 
末 项 等 于 : 
Nw Di— Dr_s mw 总 Di ?2 Dir 一 已 和 
Br Dee <B ?/3dw 一 a 、 


务 子 小 于 (Ds 一 Dw)17P~( 启 强 ) ”， 由 是 得 到 所 要 的 不 等 式 . 
要 完成 定理 5 的 证 明 , 取 正 项 级 数 忆 sr<o0, 轩 do 一 0, hb 一 0， 
B, [SR] e, Gl 2, 3,"), 


在 bo, Fh,, 人 Pa 和 Go， Q1, ey Wel 取 定 后 [=] 置 (利用 引 理 1) 


sr-( 串 (8 
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了 s= Dr, ,十 pS ad2,. 


拢 二 总 8-1 十 站 
由 引 理 1, 末 项 当 8&>ooe 时 ,趋向 于 十 oo, 因此 存在 着 如 下 的 如， 
Ts 和 1—g/2 Ke—1 a 1-—p/2 
F ee 号 中 > Es 3 强 ,| Ed 
当 如 -1 十 1<&4<h 时 ,我 们 定义 大 = 到 那 末 存在 
P,(z) 一 2 Cng™ 


男 一 


不 全 等 于 零 而 适合 于 


2 


| P, (2) | = es. 
结合 到 引 理 2 的 不 等 式 ,我 们 见 到 


> Ble, APP,(z) lp- 
,mn) > {AP -oo 


此 二 


| 


dd ks 8 ”> ~ 
er 加 民 ， 4 G1 2 pe 


由 于 吴 s<o0, 所 以 了 () 一 号,(z) ~ 号 or 在 14|<1 上 是 连续 的 ,但 
是 里 
A 
EB(len|)> 1 


定理 5 证 毕 . 

从 定理 5 我 们 可 述 

定理 G@ 设 {ns} 和 {Di(w)} 是 定理 5 中 所 设 的 自然 数列 和 函数 列 ， 

。 对 于 这 些 盘 列 ， 存 在 连续 函数 的 富 理 埃 级 数 叶 pscos (nw 一 ay) (ps 之 0) 

适合 卫 配 (pw) =co 的 充 要 条件 是 ， 当 《>0 时 ， 方 程 Bw (2)) 一 
tu2(E) 的 最 大 根 央 (E) 能 使 级 数 了 好 (E) 趋向 于 十 co。 

卡 勒 曼 提 出 前 述 的 问题 后 , 葛 朗 瓦 代 . 耳 . Gronwall, 1921) 就 证 得 
如 下 的 定理 ， 对 于 函数 gfu) (kw>0)，y%( 十 0) 一 十 co, 存在 连续 函数 
F(z) = 卫 coer(|z|<<1) 适合 袜 loul2p(losl) 一 ce、 配 赖 (Paley, 1932) 
与 西 音 (Sidon, 1934) 分 别 拓 广 了 葛 朗 瓦 的 定理 , 他 们 证 明 
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定理 了 对 于 任 一 自然 数列 和 人 一 1 2, …) 和 正 值 函数 wp0o) 
他 >0)，g( 十 大 一 十 co 在 |#|<1 上 存在 连续 函数 cr 满足 
之 |es,l ?0(|ew|) 一 <， 
【证 明 】 对 于 p(w)， 我 们 证 明 有 如 下 的 单调 磊 少 本 ao) 
0 一 mn) Ep (0<uveuo), 
ugpa(W)1, ga(+0) 一 十 co。 
设 0 和 por 人 osV 人 , Pel, pa(+0) = 二 00, 则 当 2000 之 1 (0<weuo) 
时 , 函数 


gi inf mp2) (0<w<swo)， 


gi) = 《人 to)。 
当 0<w<tw 时 ， 显然 PC 习 所 qo(W), oo 人) 关 芋 因此 0<< 知 (他 ) 所 
40， 函数 wg (lw) 是 单调 增加 的 ,现在 证 明 ， 当 0<u<v<ww 时 ， 
Je > 1 (9). 
假如 wpa?) 在 包 , wo] 上 的 下 界 等 于 它 在 [v, %ol] 上 的 下 界 , 那 末 


gO = int np2 Cm) > inf 99am) 一 Ba 2) 。 


nie 


假如 不 然 , 那 末 我 们 兄 到 
ou) 一 二 inf pak) >9s(W) Pp (0). 


因此 gy(w) 在 名 , wo] 上 是 单调 减少 的 .我们 还 要 证 明 (40) =+o0, 
设 0<s<wo， 则 


gr =min {2 inf vps0D), ,nf nga 人 上 


inf 
2 omaue 
>min| ws(e)， < 
从 而 Wmin(ga Vu), TV) 一 十 co (v0), 
于 定理 5, 设 五 (w) 二 v3pi(w) (% 二 4,，2,…), 则 因 
wD (wv) = 0) tT, Ge) = pu 


» 


rr on VD a rm 
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WB) = (0 《>0) 
并 耳 Q( 引 ) 一 €, Ur(W) 三 Ww(E) >0( 人 >0). 故 由 定理 5, 存在 五 (2) 一 
Zow*(1z| 志 1) 属 于 C 而 满足 By(|csl) 一 芋 |cm|?gu(lem|) 二 0， 从 
而 之 cms|*p(lcm|) 一 o0。 定理 证 举 . 

巴 拿 赫 (Banach) 于 1930 年 证 得 下 述 定 理 ， 存 在 收敛 于 零 的 正 数 
数列 {8s} 使 得 有 连续 函数 的 富 理 埃 级 数 卫 pncos (nz 一 ow) (ps 之 0) 适合 
pa” 二 o0( 匈 牙 利 的 数学 杂志 )。， 斯 捷 切 金 把 它 拓 广 如 下 

定理 号 ”对 于 {ex} (0<sx< 信 ,存在 连续 函数 五 (2 一 卫 cnzn(iz| 
心 1) 使 得 主 人 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 7>>0， 


Pe 
这 是 可 以 从 定理 5 导出 的 . 
现在 讨论 下 述 问题 ， 连 续 函 数 的 窜 理 埃 系数 除开 o(l) 而 外 , 还 有 
更 多 的 性 质 可 说 吗 ? 特别 是 它们 可 以 大 到 何 种 程度 下面 的 命题 具体 
回答 这 一 问题 . 
定理 9” 对 于 任 一 趋向 于 零 的 正 数 数 列 , 02s 中 有 了 (2%), 它 的 正 
弦 系 数 适 合 


1 12” 
$0 = peo) in nex Oe,). 
{证明 ]】 设 坟 一 2 mr 是 mm 的 整数 倍 而 大 于 (2mw)5 且 设 


a7 
Er 


- 


~ Enz + 


sin4 x+1 卡 az do> 二 -， 


本 f(a)sinmusWw| < 让. 


在 区 间 (- 亚 ， 如) 上 ,定义 了 (z) =wfasinamutaz， 在 这 些 区 间 的 外 面 ， 
1 -00<o<3m， 了 (e+27) =f (0)。 因 此， 当 光 已 定 时 ， 了 (在 
(5 ") 上 已 经 定好 , 取 mrs 足 欧 大, 可 使 上 记 不 等 式 成 立 、 由 是 


2 收 仑 于 备 的 数列 如 何 成 为 定理 埃 系 数 ”105 
mbm Cf) 一 让 + JainmtaZGz 


ek 


T+1 


证 明 完 毕 . 


骂 . 收敛 于 零 的 数列 如 何 成 为 富 理 埃 系数 

当 em?>0 时 , 了 qn609ne 与 立 gwsinu 可 能 都 不 是 富 理 埃 级 数 ， 甚 

至 在 
anld, > [en 一 aata| <co 
的 情况 ，{ao} 也 有 可 能 不 成 为 富 理 埃 系数 ， 例 如 总 sin nw/1og n 的 系 
数 满足 上 面 两 个 条 件 , 并 且 级 数 到 处 收 伍 , 但 是 它 并 不 是 一 个 勒 中 格 - 
富 理 埃 级 数 ， 事 实 上 , 级 数 习 (一 coanz)/plogn 在 z=0 不 收 化 
。 另 一 方面 ,假如 fa 小 是 拟 凸 的 ,就 是 说 , 号 | (十 1T)4Pao|<co， 那 末 
当 mw 一 (时 ,于 mo 十 时 wucosne 概 化 于 一 个 勒 只 格 可 积 画 数 f(%)， 
而 成 为 SL 用， 事实 上 , 用 D,(2), 区 ,(w) 分 别 表示 狼 里 克 莱 核 与 钦 取 
. 核 , 那 末 S(%) = 二 qo 十 凌 q,cosvw 等 于 
> (y+1) Ao,K,(2) + kK,(%) (w+) dg DD (2) Gnr1, 
由 是 
6.0) 2D +l) Ha,K,(e), 
fo) | SE + 1H, | EK,(w) E 工 (0, 2n). 
对 于 anj0 的 正弦 级 数 了 4, ein nw, 下 述 定理 是 值得 留意 的 . 
定理 1” 当 ooj0 时 ,级 数 瑟 4.ainne 匀 匣 的 充 要 条 件 是 
nan—0(1), 
【证 明 ] 由 于 oj0， 所 以 马 avsinn 到 处 收敛 于 一 个 奇 函 数 ， 在 
9 他 刘 (Obaundy) 和 区 立 夫 (Jollife) 于 1916 年 在 伦敦 数学 会 的 杂志 上 发 表 的 ， 


ET EE OE PY OS ev 
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Le, 外 {e>0) 上 , 收 敏 是 均匀 的 、 稻 如 它 在 [0, 中 上 和 勾 伍 , 那 林 


- 久 Gy Biny 0 (Rn—200), 


Tnein Tan S 1=naussin TT—>0 (n>00). 
4 1 4 


这 证 明了 条 件 的 必要 性 ， 现在 证 明 ， 当 nan=o(1) 时 ，Zansinne 在 
[0, 至 | 上 匀 伊 ， 记 
RP) 一 Ceainywl 十 ntlsinf(o 十 二 2 十 …。 

当 0<z< 和 至 时 ， 写 着 | 过 ++T 一 人 (oO) 一 全 ， 羽 (人 一 Rao 十 Boa(o)， 
这 里 

Rri{r) 一 Grain 二 十 risimn(N 一 1)2， 

Rs (2) 一 CN Sn NZ+ w+ sin (N+il)gs+* 
假如 Nn 那 末 Bw ls) 一 0， Ra (£) = Rn (2), 因此 Rlw) 委 0 的话 ， 


1Rn (2) | < D3 2Gp < wT (N—n)max va,—0(l), 
另 一 方面 , 出 于 
[sinztsin22+.…+sinyw| < 和 < (0<e< 节 )， 
多 . 
所 以 
| BR,2{%) | < 怠 (qs— qs) +a 全 

0 

证 明 完 毕 


氢 西 的 faj，q=o(d) 的 话 ， 能 确保 了 qucosna 成 一 富 理 埃 级 数 . 
但 是 对 于 正弦 级 数 , 成 立 着 如 下 的 

定理 写 ” 假 如 {4w} 是 一 拟 凸 的 数列 or->0, 那 末 当 卫 |au|/n<co 
时 , 马 cusin mo 收敛 于 一 个 了 工 (0, x) 中 的 函数 。 这 里 级 数 吕 an/n 绝对 
收敛 的 条 件 不 能 减轻 为 级 数 己 mr 的 收敛 . 


” 2. 收 仑 于 志 的 数列 如 何 成 为 窜 理 埃 系 数 “107 
这 是 捷 里 亚 戈 夫 斯 基 {(TerakopcKH#，M.o6. 63 (105) 3, 1964) 的 定 


理 ， 
【证 明 ] 定理 的 前 半 部 分 是 从 下 面 的 不 等 式 可 以 明白 的 ; 


车 外 wii 家] 强 <0 Bhansl, 
这 里 的 口 是 一 个 绝对 常数 . 
经 过 两 次 和 差 变换 ,总 arsin hz 变 为 


> Jap F(T) + don PF nl (2) + gn Dr), 


这 里 (2) 一 一 要 


otg 本， 


I 0 RR We 一 oo Wt ts /2sin 2, 
Ft) — Do(w) + Do) + + Dg) 一 一 sn (二 to 4sin? 入 
假设 m 一 0， 那 末 由 于 cs= oo，4a-az=o(t)， 所 以 当 0<z<m 
时 , 我 们 得 到 
Eo sin kw = a, (2). | 
写 荐 y(W) 一 min(1, 区 ,我们 见 到 : 


| sin ko _ Yan 大 sin %—Yy(%) | dy 
“Jol 好 2 @ 22 
< 下 |sin 2 Ye) oz. 
0 


由 于 
站 Ps] 


<| 
0 


的 末 项 是 均匀 有 界 , 所 以 左 端 等 于 O( 太 ， 因 此 有 绝对 常数 忆 适 合 于 


ykr) sin hr | 上 
rm Qw 十 


in kr . in Ez 
2 Snkz . sin% ” 


vw? :gw 
4sin’ 二 
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Wb ea 
<B Dhlfaal. 
ee 时 ， 


3 Map_1y (E82) w= 明 。 ax_1 + 3 day_1 方 


由 于 
> 42c 1 一 一 ap 一 Ddap， 
3 dv: 一 da ， 
1 [3 il 1 
1 
所 以 
请 
又 因 
max|a| < | < Bhoe-il, 
/las < 
训 ( 守 +41)=O( 襄 而 fx) 
”所 以 存在 绝对 常数 CO 如 前 述 . 


现在 作出 下 面 的 {ax} 来 证 定理 的 后 半 部 分 ， 设 mw 是 一 正 整数 , 当 
有 EE [2n4，22 国 时 ， 定 ty 一 1; 当 和 各 以 及 2 时, 定 加 =0， 候 
如 XE [2", 2": 避 ， 屠 末 qu 一 (3 一 2")2-"， 假 如 [2”-1，22"]， 那 末 
qr 一 (22" 一 )2-0m-D。 从 这 些 a 所 得 的 三 角 多 项 式 忆 arsin hz， 记 它 


做 Tilm, w)、 现 在 计算 TiCm, 2) 的 28| av- 
1 


> 


3、 收 敏 于 零 的 数列 如 何 成 为 富 理 埃 系数 “109 
其 次 证 明 本 ax/4 一 mlog 2 十 O(1)， 事 实 上 ， 


2 pp—2m 1 1 
ke 2 <b 


于 一 log 2 十 0CD ~mlog2+0(). 
我 们 要 证 正 总 级 数 . 
| T, om- "四 一 豆 Lp, Co, 2)| 
的 系数 数列 {ax} 还 是 满足 氢 凸 条 件 以 及 ne 一 cc， 事实 上 ， 


p> E|A?g;— | 所 3 3 < 


3-1log2+O0(D 一 二 22log2+OG 
k=1 


但 是 


le |2*-+10g2-+ OD) + 2 bg2toD| 
六 证 毕 . 

假如 荆 qncosna 和 ansinne 都 是 富 理 埃 级 数 ， 那 末 {an} 具有 怎 
样 的 性 质 ? 早 在 1926 年 , 哈 戴 - 立 脱 尔 伍德 在 (德国 ) 数 学 年 刊 91 卷 上 
讨论 了 这 个 问题 , 他 们 的 定理 可 述 如 下 ; 

定理 3 人 殷 如 有 wcosnw 和 了 cnsinnz 都 是 富 理 埃 级 数 ， 那 末 级 
数 也 janl Vm 收敛 

【证 明 】 定理 8 等 价 于 下 述 命题 设 ?一 Ye (0<r<1D， 当 r=>1 


时 ,假如 
让 | 量 melae=00, 


那 玉 于 ics| /mn 收 僵 ， 现 在 我 们 证 明 这 个 短 级 数 的 定理 . 
假如 f(z) 一 了 cos 在 1z|<1 中 无 零点 , 那 末 存 在 如 下 的 9(2): 
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Ff(2) = (9(0))%, gO) —D on, Tlols<o0. 
因此 ,我 们 只 要 从 了 jx|*< co 党 出 富 写 jewal <oo。 事实 上 , 后 者 
可 以 写成 
总 王 ed 
由 于 4 一 也 amto， 所 以 上 式 包含 呈 1en| /n<oo， 由 是 我 们 只 要 证 
胃 ， 当 册 >0， tr>0 时 ,加 如 <oo 和 卫 吕 < 含有 


py Um Dn 一 co 


min 


写 着 信 十 … 十 刀 一 Ss,， So 一 0， on 一 Su (n>>0). 由 于 


2— ingrn— 0 —2nol—2(n—1)oon.1 
<a3a(d 一 2n) + (nmn—1) (oto) 
< 一 no nolo 

所 以 


pS 2 习 wrvs 一 aog<0， 


SD 
> o<4 Dr 
由 是 可 知 立 从 < ce 会 有 了 oa<co。 现 在 


Um Un < CE ey tnd 
a 二 1 en 0 十 多 #4=1 3 名 


从 而 得 到 


- So<V FRE Vo Loo, 
同样 可 证 


mn <<oo， 
#=1 725% 十 名 


2. 收敛 于 零 的 效 列 如 何 成 为 定理 埃 系 数 111 
”从 而 证 得 芋 和 wmvn/ (1 十 n) 天 ce， 

假如 fC2) 在 1z| < 工具 有 零点 aa a, ;| 所 |oa| 后 和 0 
那 未 置 : 


性 1— 
bo) = I Ia 


(0) 一 琴 的 


的 话 , 了 ,(z) 在 |z| 专 |an| 上 无 零点 ， 由 于 B462) 在 1z|=1 的 模 等 于 1， 
所 以 对 于 s(0<s<< 思 取 ” 其 近 于 1, 可 使 15(re*) | 守 1 一 s， 从 而 


起 | zn(re) ao<T" 训 | eeolag-c( 这 让) 


a 它 是 0 人 GD) (r->1)， 由 是 容易 证 明 : 当 w->co 时 ， 
Bal2) 3b (2), Fn(2)—>F (2), 
[6 | <1, FC)F0 (I)<1). 

写 着 (2) = 百人 一 了 (2) (1 一 8(2)), 两 项 在 1z|<1 中 都 无 零点 
当 F(2) =Bos, F(z) (1— 862))=Ber 时 , cn=0 一 从 [eo] /nm 
<% 与 Imi/n<o0 得 到 荆 |cn|/m<co， 定理 证 毕 . 

假如 {ax} 是 有 界 变 差 而 趋向 于 零 的 数列 , 再 加 上 怎样 的 条 件 ,能 浙 
言 卫 as cosmw 或 并 qusinme 成 为 富 理 埃 级 数 ? 下 面 定理 4 和 定理 5 都 
是 捷 里 亚 艾 夫 斯 基于 1964 年 的 苏联 科学 院 杂志 (数学 之 辑 ) 发 表 的 (第 
28 卷 第 6 期 ). 

定理 44 设 {@j 是 有 界 变 差 而 扑 向 于 专 的 数列 它 还 满足 条 件 
Sn Mon x — Mants 
2 


那 末 立 ansin nw 成 一 富 理 埃 级 数 的 充 要 条 件 是 : 
3 一 py jo:| oo 


#=1 3 


<co， 


1<K< 吕 


当 4:<co 时 , 存在 绝对 常数 口 适 合 于 
T- 们 | So snngl ar< 0 (hi+4s + 加 de,l). 
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[证明 】 我 们 从 下 面 的 定理 5 明白 ,三 个 条 件 ws=oGD， 王 14au| 
<oe 以 及 4:<ecoe 已 足 保 证 4rcosnw' 是 一 个 富 理 埃 级 数 ， 假 如 
了 cssin nz 也 是 富 理 埃 级 数 ， 那 来 从 定理 3 知道 级 数 4。 必须 收敛 、 这 
. 就 建立 了 条 件 的 必要 性 . z 
由 是 ,我 们 只 要 证 明 存在 绝对 常数 O 适合 于 定理 中 的 不 等 式 ， 积 
分 工 等 于 
1 
十 辟 
je e+ 


J 
2 


wi{”| ee. 1 dr 
do< 屯 | | 为 ooos(2+ 玛 )o| 至 


< 于 | | 了 Gi+Dz| 轨 . 
由 于 , 当 z 为 偶数 时 ， 


* gin co 1 1 
| co (+o int Itt 


假如 % 是 奇数 , 那 末 积 分 等 于 零 ,所 以 
f (0) ~E bh (28 十 1) 
是 一 富 理 埃 级 数 的 话 , f (4) sgn 4 的 富 理 埃 级 数 是 


EPP (WT 
波斯 于 “理论 力学 与 分 析 的 期 刊 5 (1956)” 上 证 明 ， 假 如 (2) 和 
f(s) gn 的 定理 奖级 数 都 绝对 收 全 那 末 
(2 EL， gr) 
并 且 成 立 着 
| 


， 1 1 | 
<4( 时 lal+ 有 (WH 于- 
这 里 的 土 依 fa) 是 奇 (十 ) 或 偶 (一 ) 而 定 , 4 是 绝对 常数 ， 
由 于 


9， 收敛 于 零 的 数列 如 何 成 为 富 理 埃 系数 113 
名 吕 人 (wr -天 FE)| 
< 己 忆 p> EN 
BE Bh +1 2n) 


1 
< i4ml|( 避 而 [二 二 林 起 下 名 pr 
<4 怠 1daxl， 


所 以 结合 到 波斯 的 不 等 式 , 我 们 得 到 


es CO8 (8+ 豆 多 
工 一 > Aar ds 
人 2sin 可 
0 2 a 


< 中 全 wenesrbo 沁 


sss)|) 


4drl+ 避 9+S5+8 + |)， 


<4( 习 4ml+ 驴 


oa 5 2, 二- 二) 


O<K< 些 


-人 
ph 
由 于 
二 
和 


所 以 
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ht DD 14al 了 


Nl er 雪上 机 


lu] 4 1dol. 

其 次 , 我 们 见 到 
| e 14a | 二 SS ES 
总 | 吕 I< 放 总 jn 


<AT |da|, 
上 = 


名 lS" - 怠 ， 加 元 < 人 lol 马 二 
<AD |dol. 
余下 的 是 15%|, 它 等 于 
ed 1 和 nl Ma 全 [2] Ajax 
包 全 5 -~ 乌 | Be KH 于 一 龟 


从 而 得 到 


一 dd 


|Se| = 有 | ut Aen 
这 样 我 们 已 经 证 得 定理 和 4 中 的 不 等 式 ， 定 理 证 明 完 毕 . 
定理 号 ” 设 有 界 变 差 的 数列 {&n} 满足 mm=od 和 41<o0， 那 末 
和 4ancosnw 成 一 富 理 埃 级 数 , 并且 


们 本 + 局 weosnz|ans<C(4i+ |da,|). 


【证 明 】 我 们 见 到 


ra 六 


dz 所 gf | 总 dorsin Qh+1Do| 让 a 


”函数 f(z) = 卫 dasin (28 十 1)z 的 系数 满 是 及 |dar|<oo, 而 


， 政 伍 于 零 的 数列 如 和 何 成 为 富 理 挨 系数 115 


2 1 2 下 
fa)sgna- 全 袜 { 全 4 人 op ritont 2p )} eos mn. 


从 定理 4 的 证 明 , 我 们 可 以 看 到 


总 和 (Efifw+ 本 天- 于) 


< 


区 二 1 


Ee 1 1 < 
A 下 IT 于 到 直 5 十 4 局 lol, 


DG ru rr PA 
下 中 才 


这 里 
Nt 
从 而 | 


st< 训 荆 放 各 


二 
状 一 荆 LE 0 
lc<k< 


2 ~ 1 
<2 td 加 一 ws 
<4 1dal. 

利用 定理 4 的 关于 局 ,5%,， Sx 的 估计 结果 , 得 到 
J<B( 台 1dml+ 总 
<O(h1+E |das|), 

这 里 4, B, O 都 是 绝对 常数 ， 定 理 证 毕 . 
系 设 an~=0(1), S|4ar| logn<io0, 

0 Earsinne 和 Pascosne 


都 成 富 理 埃 级 数 . 
【证 明 】 设立 是 一 正 整 数 , 则 


er) 


rr. Ny 各 证 on ve dm- up- de -mw-ee- 一 一 ，- 
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之 x 下 1 
六 | do 一 4oser| 二 局 阅 天 fl4ao| 十 14aoszl] 


pe {ha x| + | donrx|} 
3 


并 Eh 
< 总 二 (之 14as| + 总 14o1) 
<22 dan (1+ 豆 + 十 工 )j<3 袜 |46, log (m 十 二 。 


册 是 可 知 定理 5 中 的 不 等 式 成 立 ， 
其 次 ， 


<2 马 |4ov| log (p+), 
所 以 忆 aosinna 也 是 富 理 埃 级 数 ， 证 明 完毕 ， 
现在 讨论 cj0 的 情况 , 杨 格 (W. 吾 . Young) 早 在 1913 年 证 明 : 候 
如 asj0， 呈 了 <00, 那 末 g(2) 一 号 qnsinne 成 一 富 理 埃 级 数 ， 波 斯 于 
1952 年 在 牛津 (Oxford) 数 学 季刊 3 上 证 得 下 述 结果 : 假如 


anlo, ， > Nr lgn< ooo, 


那 末 当 0<y<1 时 , 不 但 7(z) 一 吉 qo+ 写 meosna 成 一 窗 理 埃 级 数 ， 
并 且 2-?f(z) E 工 (0，s); 后 者 也 会 有 了 mr-xan<co， aw40 的 话 . 在 这 样 
指 情 总 下 ，zr7g(z) EL(0, m)， 反 过 来 说 , 当 el0，wryg(z) EL(0, x) 
(0<y<HT) 时 ，Znr-las<eo。 对 于 正弦 级 数 的 波斯 定理 ， 希 伍德 
(Heywood) 在 1954 年 的 牛津 数学 季刊 5 上 把 y 的 范 转折 广 ， 假如 
ax)0, 那 末 当 0< ?<2 时 ,oryg(c) EL(0, w) 的 充 要 条 件 是 了 romta， 
<o0, | 

上 述 杨 祝 的 定理 ， 还 可 拓 广 为 波斯 的 形式 ， 假 如 ax>0，{ax} 可 
以 分 解 为 个 间隔 的 单调 数列 {amtj} (j==1, 2 …, )， 那 求 当 


2. 收 化 于 等 的 数列 如 何 成 为 富 理 次 系数 117 
了 rr~:|as| (0 之 y<1) 收 化 时 ， 刁 awcosnz 和 了 ausinnz 都 成 富 理 埃 级 
数 . 
”在 这 个 方向 ， 我 们 引入 劳 襄 生 (M, M, Robertson) 的 定理 [( 德 国 ) 
数学 时 刊 83, 1964]; 
定理 G 者 
[9] = 

po, b= I 0- ) 

假如 个 数列 
Wy, ps Wok, D4axs (f=1, 2, .…, EF) 

都 是 严格 单调 ，0<y<1， 那 来 当 且 仅 当 级 数 了 or-:lao| 收敛 时 ， 
了 (op(2 87) EL(O, mw), g(r pv, 天?) GE 工 (0，z)， 这 里 


f(D) = e+eone,. gw) =—Dansinne, 
[证 明 】 野 
pp = 272], v= 0) [3]. 
当 g>p 之 5 时 ， 
em et 


| qmu(2sin 2) (ant 二 训 jz 十 让 
-of 


1k 
<| 血 等 | 禄 laanl. 


由 于 jassrllo(r->eo)， 所 以 [0, 四 中 除开 z= -2 (0<7<[ 志 等 见 


个 点 ,， 王 数 (%) 是 连续 的 ，g(《%) 也 是 这 样 . 
由 所 设 的 条 件 , 级 数 己 (75 十 力 ” “|srsi| 收 敛 ， 其 项 40. 由 是 可知 


AIC Je — er rss| <oo, 
简写 efr，z) 一 008 jr 一 009(76 十 站 2 我 们 见 到 29(2)sin&s 等 于 


~ 
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Ba, {oon(n—A)s—o0s(nt hb)o} 


KE 


-rth or, 0)} 


| 


到 了 


x 
Se CC [一 1， 少 ) 十 《ger Ls ert DE+1) 他 《7， 2)] . 


要 证 g(z)p(z, bY) EI(0, 四， 我 们 只 要 考虑 在 [-2 一 5 2 48] 
上 的 可 积 性 ， 当 2> 下 时 ， (一 1, 区 等 于 
COBIT (1 — cog he) sin jssin he=0(2— SE . 


因此 ,我 们 只 要 证 明 , 当 0<1< | 去], j<# 时 , 一 切 积分 


2lx ;a 
kK oF 一 一 Y on 
te -2 | Gtr -nz 一 Geor+ag+f OT, vw) [az 
都 收敛 。 由 于 
人 2 1 5 
|， 2 一 -下 | leosjo—oos(rh+j)elde 
| 27m 27 
(人 +) 可 全 (+ 办 ) 
ofrh LY ~ Thy 
-1-y | ， 
< 十 作 全 gin 5 Co， 
所 以 


TI<0 2 27 |an_y— dntz|, 


我 们 已 经 证 明 及 wr"?|as|< 近 oo 含有 yz)p(z, by) EL(0, nw). 
同样 可 证 所 设 条 件 含 有 (2) g(t 1 7Y) EL(0, zx)， 
现在 从 g(x)g(z, £7) EL(0, x) 导出 wr-1|a,| < 之 cc， 由 于 


2 | 
“二 | g(r) sin nw dy, 


所 以 


3 领 数 习 -2D(nan) (D(H) 站 的 收 仑 与 汪 数 -7D(| 呈 on ce an| ) 的 可 各 159 
9 


TY yl < yl 
Ti Tan > 


1 


| ram(ri+j)aaa| 


积分 中 的 三 角 多 项 式 的 绝对 值 不 大 于 | 总 |+| 翌 ， 


小 于 


(Crk 2 (mp+s)+ Imax 


sy 


二 现 十 


2 sin (rb 3)) | 
kr 


sin 22 
2 | 


5 3 mb 


当 v->-2 时 ， 此 式 不 大 于 o| 2 


"(全 


*， 


0 


的 话 ,9 可 以 很 大 , >= [2 二 二 ], 因此 
Sol< of ge) lple, b, yas 
对 于 任何 全 戌 立 ， 从 而 PE [ea] oo0., 
从 (zyp(o ,7) EIL(0, ww) 也 可 以 导出 了 mr-ile<co。 定 理 
证 毕 . 
3。 级 数 卫 107- 古 (ra,) (十 (8) 人 的 收 全 与 
函数 xz7 古 (| 王 S93 nw | ) 的 可 积 


SIN 
当 瑟 的 一 如 时 ， 陈 永 锐 (Ohen Yang-Ming) 于 1956 年 在 (德国 ) 数 
学 时 刊 68 上 证 明 ; 当 0<y<1, 9> 工 时 ，wrT -aa8(aoJ0) 的 收敛 包 食 
zw 号 oz|) EL(0, mw)， 后 者 也 含有 时 mr*r a8<oo(anb0 的 
话 )， 后 素 , 陈 永 馆 在 数学 时 刊 68 (1957) 上 把 上 述 定理 中 的 Y 的 范围 
拓 广 到 二 -2<7<1， 
劳 计生 (数学 时 刊 85, 1964) 将 陈 永 饮 定 理 中 的 {a} 在 由 五 个 单调 
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数列 所 组 成 的 情况 来 考虑 问题 ,证 得 下 述 
定理 1 设 个 数列 {Qj yk} so0, 1, 2 (7 一 工 ， 2， a 5) 都 是 严格 单 
调 ， an=0(1), p>1, 则 当 1—p<7<1 时 ， 


D(|Za ne| )o(w, b, 7 ELO, «) 
的 充 要 条 件 是 号 mr-D(n|as|)<<oo。 这 里 (一 如 ， 
[3 
?b= 
三 oun oz 代表 于 Qncosne 与 号 onsinne 中 的 一 个 ( 任 一 个 ) 级 数 . 
[证 明 】 设 到 (2) 一 | h(t, (9 之 0， 我 们 证 明 ， 当 -7(h(z))? 
EL(0, 4) 时 ， 
| "(E Ya Of wr (hla) )rdp (a>0). 
事实 上 , 由 于 豆 (w) 等 于 


一 圭 


At 和 es 人 (| Gr (fs) 


pl 
=0(T 7 )， 


所 以 
fi oH de 


Q-?7+1F? (a) 
1—p—Y Pp 十 7 一 
最 后 的 积分 等 于 


人 as EH (v0 ?1 ?td 


wr PD (2)h(e) dz. 


<(| (we az 六 H? (errge) 
”从而 得 到 


(we) (er) per 


3， 级 数 器 27-2D(nas) (人 人 的 收 估 与 训 数 7G( 
2 力 2 
因此 得 到 所 要 的 不 等 式 , 0 (二 了》 
利用 {an} 的 性 质 , 置 v() 一 [(j 一 了 站/ 且 , 我 们 见 到 


| 高 fowloosng| 


号 omg|) 的 可 各 +421 


kv 
< mneon(rp+ De| 


tml 
< la Gra (wh+ 吝 htD)]osin(— 各 +)e 
<|oo 各 | lal. 


当 o> (0, 1, ty 一 1) 时 ， 


se 
2sin 序 录 


广 四 = 局 loleame-o( m7) 
假如 |f*(%) |?p(w, 元 7) EI(0, m), 那 末 ,从 上 式 我 们 见 到 
"(oI Ho) pw, b, —7)°1f" (0) lple, b, 7) ELCO, «). 
> : 


下 人) = {1* (a, 

四 (一 人 | 天 的 | 和 
则 F(x) ~ Tn!|anl sinne, 
当 r? 之 1 时 ， 


2 | gagrstr | Cmbt Da 
I mt grkt} ey b 


rTr—-i oa 
2 
妇 


| 二 各 放 - 训 


[ ] | mp 
向 ,他 41 mbit 


让 
>0O 过 | ct 四 


从 而 利用 HH? 与 天 之 问 的 不 等 式 以 及 工 一 ?<TY< 记 
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ee 十 了 一 分 多 P+y—2 
i jes|?<O Er 


A 
A(#)| 


< 有 全 cr 人 dz 


二 of LOY i 
<0O| wf" (0) |? de. 


由 是 ,级 数 荆 nm? 和 7-3|gs]? 是 收敛 的 , 这 是 从 艳 (| 卫 ar cosnz|)g(z, b, YY) 
EL(0, x) 得 到 的 .同样 , 级 数 wrrY ?al? 的 收 合 ， 也 可 以 从 
BE ansinne|) g(r, 下 7) EL(O, 天 ) 导 出 . 

有 反 过 来 说 , 假如 之 rw?17 ?|co|*<ce， 那 末 首 先 我 们 能 证 级 数 
Zrr-2 引 收 敏 , 这 里 总 一 |elj 十 … 十 je。 二 着 

= 天 妾 |arvn!, | 

那 末 也 ?77 3 中 收 证 、 当 rhsg<rkT+h 时 ， 定 义 & 2) 一 jr。 二 着 
8 人 一 人 天 因 丁 由于 mp-a(u(e))2EZ(0， oo)， 所 以 从 证 明 开始 的 
不 等 式 ， 


SO Li 


[Fee yw<n 


利用 这 个 结果 , 我 们 就 能 证 明 |F*(z) jsp(o, hy) EL(0, wm). 事实 上 ， 


ve La, Hw) ox1<[F), 


(fF*(r) | 和 8 十 天 | kw ~ 2 | la 


x 
S5r 二 7 富 [gmtt | 和 CSr。 
从 而 
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le 


(fF*(%) |?9(%, k, Y) dr 


_2 


<O pa Lr—1i) i—r <O Dir 


同样 ,将 积分 的 上 限 和 下 限 改 成 二 以 及 = 帮 ,积分 之 值 也 小 于 
Or7-388， 因此 
iG) lrgle, 及 Yar<0 Bm. 
从 级 数 吕 mY-3Dfnlao|) 的 收 化 ,同样 可 以 证 明 (1g(2) |)p(e, b， 
四 在 (0, x) 上 的 工 可 积 性 .定理 1 证 毕 . 
定理 1 的 证 明 开 始 的 不 等 式 可 以 写成 


(*) 2s (0)) dn<0 | Bahte)) de, 
这 里 QO>1 (原来 C=p+1)，W(w)/z 是 单调 增加 的 正信 东 数 (原来 
(9) /op>D)): 百人 一 上 ON D>0, a>0， 现 在 对 于 
”GB(z) 再 加 条 件 ， 存 在 使 四 (2) /4 对 (0<s 之 oo)， 来 建立 不 等 式 (*). : 

引 理 1 设 0<B(o)w-, Bf2)o-*, H(z) -| h(t)at, h(t) >0, 
4>0; 则 当 im moB( 豆 (办 ) =0 时 ,不 等 式 (*) 戌 立 . 

[证明 】 从 而 (= 更 人 的 拉 .t 一 矶 ( 拓 4 帮 我 们 见 到 

BOLD LEE EE. 
由 于 zB(H(z)) =0(D), (2~?0), 所 以 
| w-$(H (eo)) de 


(HD) + oT ho D(H(e)) de 


< HDA)) /Hd 
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” 设 玉 >1, 则 当 右 >0, 如 >0 时 ， #4( 扣 丰 1<<max ( 负 ( 二 )， 仙 (#))， 从 而 
hlw) BH (2)) /H(z) < 去 max{$ (Kzh(o)), BH (2))} 


< 喜 咀 (Kexto)) 十 更 (五 人 7 


<K Ch()) +E “BH (0)), 


[eB(H (0)) ds 


Ek Kk-1 ro 
< 于 二 | wD (rh(2)) d+ 


到 区 适当 的 大 , 从 上 式 就 得 到 (*). 
同样 可 证 
引 理 乙 设 0<8(o)s- Br) TY, h(o) >0, 
fia (OO<e<0), 
则 当 。<1 时 ,成 立 着 不 等 式 
[2007 (dr<of orB eho)) de. 
定理 号 设 0<G(e)w 1, B(2)2 YY; anj0， 0<y<1, 函数 
cB (| a sinne|) 
,在 [0, zj] 上 可 以 积分 的 充 要 条 件 是 EB ngn) <o0. 
这 是 陈 永 铬 (数学 时 刊 68, 1957) 的 定理 . 
了 【证明 】 写 着 只 , 一 四 十 … 十 ao 从 anl0 易 证 9 二 之 ansinnz 一 
0(S.) 当 zE [和 革 轩 成 立 。 从 引 理 1， 我 们 兄 到 当 "> 工时 ， 


| (了 re) )da。 


开 
K(c—1) 


六 nS,) SE 2 nF (nen). 
由 是 


Em EA ra mB (SW) dr 


<K'S nD (8,) <EKE'" 3 W138 (nan), 


m1 


Yi 
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这 建立 了 条 件 的 充分 性 . 
条 件 的 必要 性 是 利用 不 等 式 
(0 a Ena, Gal, 2, *) 
证 明 的 .事实 上 ,用 左 端的 积分 来 代 Kna, 的 话 , 我 们 见 到 
Er Bnan) < EEGB( 上 lg | 此 ) 


< 中 aol 全 ja 
<E [e020 at)ar. 
利用 引 理 2 我 们 得 到 
En ?Tne) <K|. vB | g (z) Das, 
我 们 还 要 证 上 述 的 不 等 式 ， 由 于 
工 、\ 


Sin2 {nn 十 三 
gt) =D do 


所 以 


jo Ja>C 加 人 sin? (+ 去 豆 -3 0 


当 ? 足够 大 时 ， 级 数 中 的 积分 大 于 Ci| "tf"?4t， 由 是 可 知 级 数 之 和 大 于 
GsB so, ?dt>0ma, (0s>0). 


在 这 个 基础 上 , 我 们 就 容易 得 到 所 要 的 不 等 式 ， 定 理 证 毕 . 
注意 对 于 定理 2 中 的 FB(o)， {er} 以 及 Y, 当 级 数 了 mB(nqn) 


收 伊 时 , 同 正弦 级 数 相仿 , 我 们 能 证 2"$( 玉 ancosnz|) ELC0, w). 但 


1426 第 六 章 . 富 理 埃 系 数 四 


是 我 们 不 清楚 后 着 是 否 含有 wz-az(na,) 的 收 化， 对 于 特殊 的 GCs)， 
本 数 钙 (| 史 ancosno|) 在 (0，w) 上 的 可 积 ， 并 不 包含 3 wan) 的 收 
化 ,这 里 ay0， 例 如 


OPUCES > 虽 ， 


mu (n>1) 
的 话 ,我 们 知道 
f (9) =o on Ts (az 一 0) 。 
从 而 
BF |) E 了 (0 mh)， 
但 是 


-1 


. Wr] -~. 

上 文 所 说 ， 关 于 的 限制 是 0<y<1， 现 在 对 于 单调 系数 (a0) 
的 等 级 数 (2) 一 号 ow， 建立 如 下 的 多 是 

定理 BS 设 有 (z)(z>0) 是 正 值 函数 , 工 1 p(w) 和 -二 Bm) (4>1) 
分 别 是 单调 增 如 以 及 单调 成 小 ， 假 如 oj0，y < 闭 末 

-WB (Faw EL, 1) 

的 充 要 条 件 是 于 mB(nas) <co， 

【证 明 】 置 互 (z) = Da, 3 了 时 ， 


Tn-B (na,) -Sn 


F(i— 办 > 多- 一 2 


>(1- 到 ) 立 Sa, 


p> 了 Vd i 


”现在 从 本 数 的 可 积 导 出 级 数 的 收藏， 
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hd-s) ~B(r 8) eo fy BF) ay 
> o| tT {nan) At > cs tS (0 nat. 


国 | WB (uarm) du> Os Bn (nan). 


其 次 从 级 数 的 收敛 导出 函数 的 可 积 : . 置 Sn=a1 十 … 十 @ to 一 0， 
由 于 Y<1, 所 以 ,利用 引 理 1 我 们 见 到 | 


PB nan) >0, Snr sD(8,). 


当 -了 < - 时 ， S, > 部 Ti 从 而 


8S,> 吾 (S. 二 -2 a 
,> FU). 
由 是 
EmsGna) >0:B| , y "Gly 
二 
-co (十 -7 下 (万 (z) )da。 
证 明 完毕 。 
44. 能 使 | |S,(%) 1dw 一 0(DD 的 三 角 级 数 


定理 1 设 , 
S, (7) = 


假如 有 {ne} 使 ” 


Cosys + 8, sin »2), - 


j-.ls%(0) le~00), 
邢 玉 存在 连续 机 P(e) 适合 I 
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多 -二 | nvdFls) (nol, 2, »). 


[三 角 级 数 是 巴 的 富 理 埃 -斯 蒂 耳 吉 司 级 数 , 记 它 做 名 吧 矶 .] 
[征明 】 有 界 变 差 的 函数 列 


En, (2) -| Sn)at (n=l1, 2,..*) 


”的 全 变 莽 是 均匀 有 界 ,事实 上 ， 


FF lan.@ 1 -0D; 


fF(w), 


固定 由 到 ms>m 我 们 见 到 
外 -二 | So) ne de 
9 
令 b>oo, 则 得 定理 1 中 a,，5 的 积分 表达 式 ， 
其 次 证 明 瑟 (s) 没 有 不 连续 点 ， 假 如 不 然 
FF(vot0)—F(zo—0)=dz+0, 
则 不 妨 假 设 zo 一 0, 2F(0) = 万 (十 0) + 也 (一 0)， 轩 
$=Tptginvs, 
Plo) = P(e) Epo), 
0) Bolo), 


则 (0) 在 40 是 连续 的 由 于 
Sarl—S[Lap + [aFs], 


末 项 的 部 分 和 S89(2) 一 所 (了 D.(w) 一 豆 ) 记 以 当 0<s<1 时 ， 


[ ls) la logn (0C>0, weo). 


设 2E[~e, 可, 则 名 [QZ 的 部 分 和 8 (e) 满 嘴 


由 赫 利 \Helly) 的 定理 ， {Zw(2)} 上 共有 子 函 数列 匀 你 于 有 界 变 差 的 函数 


由 
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so = | Doard)| 


< 二 | [D(z—D ldap +OD. 
从 而 es 
| 全 |S(w) laz< 二 | Fa (区 | 全 1Dalo—t) |at+- Oe) 


<O(log 六 7 7 
结合 起 来 , 我 们 见 到 
全 18s(e) lds> 于 Clogn. 
这 是 与 左 端 在 nn 一 mx 的 性 质 不 相 容 的 。 从 而 4=0、 证 明 完 毕 ， 
定理 包 全 六 cosesno+mwsinnajlae-o0 
含有 一 0(1), 6, 一 0(1). 
这 是 海尔 松 {( 互 . Helson) 于 1954 年 在 美国 科学 院 杂 志 上 发 表 的 一 
个 定理 . 
【证 明 ] 由 定理 ,存在 连续 函数 了 (2) 适 合 
cn=Gn 十 记 ， -去 | eo-m dF(w). 


假如 cs 大 oCD ， 那 末 有 {om} 使 ou|>>e>0(6 一 二 2,…, mfo0)， 应 用 

幸 利 定理 于 函数 列 gv(z) -人 e-wd(D， 我 们 见 到 {g(z)} 有 子 列 匀 敏 

于 一 个 有 界 变 差 函数 y(o) (0<o<2m)， 候 如 p(z) EOC0, 2m),. 闭 末 
人 PI AYD) 一 im PT) AP (Y). 

有 界 变 差 的 函数 了 (z) 是 一 绝对 连续 函数 Pi(w) 与 一 奇异 函数 
Fa(z) 的 和 ， 上 式 吉方 关于 ai(z) 的 积分 是 oD)(j->oo)， 所 以 我 们 
不 妨 假设 也 (w) 是 一 奇异 的 连续 函数 ( 玉 (o) 去 常数 ， 本 (z) 0)， 现 在 
假设 9(2) EC(0，2xz)，y(z) 一 0(2E(o 引 ，zE [0, 2m])， 那 末 当 


jp(o) 1<1 时 ,积分 | .w(e)dy(e) 的 上 界 等 于 ?7(z) 在 [o, 可 上 的 全 变 


ee 
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” 差 (Y;4, 介 ， 另 一 方面 ， 
| 人 car 人 |<| ape)-FCm e 5), 
因此 , F(7， @, 5) <V(F，a, 5)。 由 于 @, 5 的 任意 性 ,所 以 


| < V{Y; 2 zc 二 有) < 二 V(F, v, s+h). 
当 -x0 时 , 右 端 对 于 几乎 一 切 % 是 ol])， 由 是 y(6) 二 0， 由 于 
faye) =1 一 lim | eqdF lw) = lim2« OW, #0 . 


所 以 y(o) 去 党 数 , y(2) 是 一 奇异 孟 数 . 
函数 列 


[eu OBE (n=1, 2, **:) 
在 [0, 2m] 上 也 满足 幸 利 定理 的 条 件 ， 故 必 有 y*(z) 以 及 {my}, 使 
人 pv)ay* (z) -lim | 刚 Ei > ce" (z)dz- 
对 于 Cr[0, 2m 中 任 一 g(z) 成 立 . 因 此, 当 &>0 时， 
2roi= | eaqy*(w) im a | 总 oi6' mh dy ~ 0, 
假如 <0, 那 末 
in tn 
积分 
i ret 所 以 入 一 虑 (h<0).， i y(%) — A 
司 - 官 理 埃 系数 , h<0 的 话 , mw 一 改 一 0， 
由 获 斯 定理 , 当 了 (2) 与 了 (zx) 都 是 有 界 变 差 时 , 它们 都 是 绝对 连续 
(参阅 齐 革 蒙特 < 三 角 级 数论 ?(1935) $7.5)。 因 此 7Y(2) 一 7”(2) 是 一 
绝对 连续 函数 .由 于 
cs 一 0 (b>0), 


TL 
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所 以 y*(z) 具有 绝对 连续 性 ， 这 样 一 来 ,7(2) 也 成 一 绝对 连续 务 数 ， 
这 是 矛盾 ， 由 是 mw 一 o(D) (ln|->co)， 定 理 证 毕 ， 

立 脱 尔 伍德 在 美国 芝加哥 大 学 (1956) 讲 学 时 ,提出 如 下 的 问题 , 三 
角 级 数列 分 和 8.(2) 满 足 [18,(z) jdz= OCD) 时 ， 能 否 断 定 它 是 一 个 富 
理 埃 级 数 ? 实际 上 , 在 特殊 情况 S.(2) 0 下 的 相应 问题 是 斯 太 因 训 斯 
(HL Steinhaus) 提 出 的 ， 现 在 证 明 下 述 吐 浪 (P. Turhn, 1958) 的 定理 . 

定理 3 存在 如 下 的 余弦 级 数 习 ovcosnar 


SN,(X) = Dacorrr>0 (n=1,. 2, *…"), Fal=oo0 
【证 明 】 置 40=1, a= (2n 一 了 D117/ (2m) 1 则 因 


T Qn)t! 1 1 | 
本 -2 二 于 中 (0<0,<1), 


中 一 人 (2n 十 b) 加 碟 =o0. 
设 0<z< 亚 , 则 当 [ 号 ]<y<m 时 ,|eosve] <eos(n 一 )z, 从 而 
+1 | 
> 守 Gn_y{ CON(%—Y)T— 1eogswz|)>0， 
由 于 RSofz) =1， S1(2) 一 1 十 于 cosz 5 一 1 十 于 e092 十 车 00822 者 
是 正 的 , 所 以 只 须 证 明 ; Sufz) >0 当 %>3 以 及 于 <z<w 时 成 立 ， 由 
于 (1 一 2z) 六 生生 goer, 所 以 当 0<i<2 时 ， 


[4 


oo 人 六 1 
Cu 00928 一 Re[fe 4(e “一 67) 人 
0 
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vp 二 #4 十 1 


Sx) ee ed 一 3 Cy C08 vy 
> 吝 (sin 中 2 Go COB vw, 
末 项 的 绝对 信 小 于 aua /号 (0<e<m)， 由 于 re 王 
所 以 
so> 人 (时 (men 二 站 
当 zE( 生 =] 时 ,Was 号 >2, 从 而 Bu(o)>0. 假如 2E (各 ,和 | 
m2 
mn 
从 而 Bs(2)>>0. 证 明 完毕 


伐 伊 斯 (MM. Weiss) 解决 了 立 脱 尔 伍德 的 问题 (伦敦 数学 会 期 乔 
34， 1959). | 


定理 生 三 角 级 数 的 部 分 入,(2) 满 足 
( S.C0) Lar—00D 
-D5 (a>0) 
的 极限 (lim of(2)》 几 乎 处 处 存在 而 等 于 "(2) (了 (2) 的 意义 见 定理 
1)， 但 是 三 角 级 数 SL 下 未 必 是 官 理 埃 级 数 儿 [F"]. 
[证 明 】 设 
Ks -DD 
” 则 当 FP'(w) 存 在 时 ， 
| 一 有 = 二 | Keep 
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(= Fo+H)— F(o—t)—2tF' (eo). 
写 着 吏 ( 有 ) 一 1475()1 (4>0)， 则 品 ( 有 ) ol 及 (p>0)， 不 妨 假设 
0 之 a< 之 1， 由 是 
{lea 0) leon; (FE)=00), © 


站 COapzD1<oo | az 


<0n-“| 天 全 te 二 Cn-s G+of G0 je 


一 二， 
这 就 证 明了 ck(cJ) 一 8 (z)， 这 样 的 ” 是 到 处 存在 的 - 
函数 到 (ce) 有 可 能 概 等 于 零 . 这 就 是 说 , 存在 连续 奇异 函数 《2) 


使 名 [4 到 的 部 分 和 8u(o) 满 足 | ”18。(o) |aa 一 0GD ， 这 个 事实 包含 在 


下 述 伐 伊 斯 的 定理 中 . 
定理 号 设 一 1<ao<1l, a=00, (Ila!+* i 


(例如 ow 一刻 )， 则 乘积 
P(x)= B+ cano) Cs 


”表示 一 个 奇异 的 连续 本 数 ， 写 着 了 (2) + 部 Yecos hr， 屠 末 
| | [1+yic0sz+ ++Yrcos bs [dr—0(1), 
[证明 】 乘积 gx(o) 一 下 CL+weosme) 是 一 不 取 负 值 的 三 角 多 项 


式 , 它 的 阶 数 是 jx 一 和 a 十 ms 十 '… 十 mw。 三 角 多 项 式 
Prr1 Ct) — Pr(F) = Br+1PDr (2) O08 Net1t 


的 阶 数 大 于 ju， 由 是 , 写 着 卫 (z) 一 1 十 习 和 ceray 它 的 部 分 和 Sn) 
满足 关系 式 BO) 一 (z)。 由 于 
Sa ao Seo) do=] peo de 2n, 
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所 以 从 定理 1 知道 ，1 二 如 7,cosvw 是 一 个 IF], 了 (z) 是 单调 增加 
的 连续 西数 ; 事实 上 , Sn(2) >0. 
现在 证 明 
全 So)lde=0CD (>3， 
设 太一 my 一 (muha 十 … 二 二， 则 办。 一 0 (Jp)， w= 办 
此 z : 
Binlo) =1+ yc0re= 下 (Lawseosm or 
— (1+ax cos rn) (1+ yuoosve) 
| 一 Sus(2) 2 yfoos(met A God 2。 
由 是 可 知 : 
当 由 <na<ox 时 ， 
SB 二 -全 入 Yc08(me—p) 
当 %=nx 时 ， 
Su 一 So 十 -全 cos (rm — a 
当 mm<n<py 时 ， ; 
S89 一 名， ooos(ma 二 7)4， 
类 似 的 等 式 ， 对 于 相应 的 正弦 多 项 式 成 立 ， 用 加 = 加 (2) 表示 级 数 
2+ 避 ye 的 部 分 和 (ti 一 0)， 则 当成 <msmw 时， 如 , 必 有 一 尾 恬 
已 一 … 十 Ye 适合 于 
bs 豆 cepz 下 
而 当 m<n<pm 时 ， : 
刀 一 一 训 qe Bs. 
由 荐 ， 
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1 rm)， 
Oe ne 


BB 是 声 的 一 个 尾 段 . BB 的 形式 是 
Ris, =tpra th (— T<)a<Hz-a) . 
只 有 入 划 在 (4 1W] (4 一 1 2，…) 中 (之 一 ) 时 ，7Y: 才 不 为 零 、 我们 假 
Wh A Hm ee 1 
如 果 M1= jx， 那 末 (1) 的 左 端 等 于 亏 :|e | ie: 一 sol (b>h). 假如 
Liks < NT Lops, 那 末 ( 了 D 的 左 端 是 


(2) 王 |axl']is 一 本 | 
< 二 enlistol+ fax)" lanl [Bonsl (b>h), 


这 里 
| RR,, 一 bm L —t, Lks < ha < Hip (hah —1). 
当 ha 一 prs 对, (2) 的 右 端 末 项 可 以 写成 


Flosl .人 1 一 各 | (> 和 > 区 )- 
假如 局 < 和 <poms 那 末 
1 加 [to] 《ps 和 和 aa<<wo) 
2 I se | | 一 ta (nha pm). 
结合 起 来 ,我 们 见 到 


| 一 如 | (Wh < Nm) | 
| 加 (Nyy) 


到 |ol' |t,,- — tl 十 于 lasl: [on | 15 一 ts, | 
+ taxz| .1eal "leul。 | 有。 (F>h> bs), 


Ce 
2 ap] | one Gr" ol 及 = J Gh>" >。 


Me 
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从 8, 的 表示 式 , 我 们 见 到 


ts = 加 十 Qne™S [a 


人 


从 而 
如 一 3 Qs bin 
由 于 Su(c) Pr(z) 之 0, 所 以 从 上 式 得 到 
[lia ldo) kJlaz+amlal+… 二 lo) 
Go 十 … 十 lezl)， 
当 Ar<n< 心 时， 
fs Slao< | inlde 
<20( la ++ lanl) C271 +27|anl + eo), 
这 是 OC(D， 因 此 
lslar<) Py 18, 一 Saz=OGD。 
证 明 完 毕 . 
号 .积分 平均 的 地 莹 希 兹 函数 族 
设 f(w+2m)=f(z) Es(0, 2m), p>1， 生 着 


lol- 人 人 jf ian} 

当 有 3 十 0 时, 假如 |f(z+ 加 一 f(z) 上 =0(6 中 或 是 f(z+ 有 一 了 2) 
~o(hr)， 那 末 分 别 记 f《2) ELip (a, p) 或 是 了 (4) Elip (a, ?)， 这 里 
0<w<1， 由 于 上 f(z) ls 关于 p 是 增加 的 ,所 以 |f(2)1- 表示 |ft2) | 的 
“上 上田”, 因此 Lipa 和 lipa 可 以 看 成 Lip(a, oo), lip (a, co) 的 简写 . 

关于 Lipa 中 丁 数 的 系数 , 有 下 述 罗 伦 效 (G, G. Lorentz) 的 定理 ( 见 数 
学 时 刊 (德国 ) 于，1948). 

1 


定理 4 设 fELipa, 则 当 0<p<2, 三 一 豆 <a 时 ， 
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bp3 (|axl?+ |5,] Dp} = vl 3)), 
ax,， bx 是 了 的 富 理 埃 系数 ， 
【证 明 】 由 于 
ft+h)—f (sO—h)= 22(6, a 
所 以 | 


4 at osin: th=F)" [fCo+h) —f (ob)? O(n). 
由 是 可 知 总 (o+ 拘 一 0(n-*)， 从 而 
2 2 呈 :< 
Eolrtlol) <(F tt ) On 


= oz 


{ 旺 (lele+ -信和 等 ol+ LA } 


-0 习 ， 

证 明 完毕 . z z 

系 当 fELipa, a> 吾 时 , 台 (|axl+1b|)<o0 

这 是 第 四 章 $4 的 定理 5( 上 册 )， 

对 于 阿达 马 (Hadamard) 式 个 项 的 三 角 级 数 , 我 们 兽 在 第 三 章 8 7， 
从 系数 的 性 质 导出 函数 属于 Lip w。 对 于 一 般 的 三 角 级 数 , 罗 伦 兹 建立 
下 述 的 | 

定理 它 设 f 的 系数 满足 

Dmltlbl) -Ole (0<a<l), 

则 必 fELipa. 

[证明] 存在 常数 C 适合 

(asl + 15,) + e+ (aml + Bl) On, 

因此 , 设 hE (2*, 2*+), 我 们 见 到 


4. 
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le+ 朋 一 fc 一 内 上 
<2 宫 ,时 (|ow4 二 150) 瑟 +2 马 (al 二 到) 


< 90 E20n+20 全 一 om Or) ， 
证 明 完毕 , 
系 和 5b 都 是 O(n1-") (0<a<1) 的 话 , FELipa, 
当 & 和 5 都 是 Cn 一) 而 0<B<T 时 ,从 这 个 系 无 话 可 说 , 但 是 假 
使 aoJ0，?40, 那 末 我 们 有 下 述 冈 钮 希 各 夫 (4. A. Komomgop) 的 定理 
(1957 苏联 科学 院 报 , 数学 之 辑 , 第 24 卷 ) 。 
定理 社 设 oj0，w=O(nr-2) (0<B<2), 划 当 %p 之 1 和 不 大 于 1 
的 正 数 “适合 B= 1+a 一 部 时 ,函数 
f(2) 一 a g(r2)= Basinneg 
都 属于 Lip (a, p)。 倒转 来 说 ， 假如 f (2) ELip (a, p) 或 是 8(o) E 
Lip(a, 2)， 那 末 oO 但 oj0， 
引 理 1 当 op>1 时 ,Lip(o, Pp)SLip(a- 少 ). 
引 理 之 假如 FE Lipw 或 gE Lipa, 那 末 当 ny0 时 ， 
Qn= O(n + 4) ， 
引 理 号 fELip(a, pt0<a<dT) 的 充 要 条 件 是 GB[ 放 的 算术 平均 
(适合 a 
| |f—os(f) 1 -ooro)， . 
而 f Elip(e, Pp) 的 条 件 是 | 一 os.(f) 1 有 =olm-"). . 
【定理 3 的 证 明 】 设 2 关 2， 则 直率 施 多 击 - 杨 格 的 不 等 式 ， 


Sw) = 0sve, 


一 1 


区 ~8,6) a: lo 本 


-Br or 
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由 引 理 3, f(z) & Lipla, 7)， 假 如 1<p<2, 那 未 当 0<w<w 时 ， 


HG 一 So 一 | , 习 , weoaiz| < 
因此 , 在 区 间 


md Lm 上， 


on lf (0) 一 Se) <2manr (m>0), 
从 而 z 


el 
mt 


py je f= Sl ?dv sp (mawt1) mm"? 
=—O(atne-!) = On"); 


-saa=olero)， 


1 


当 HET， MW>%N 时 ， 


Te 
{fC%) Ea Sn(2) | < (cn+a 十 "中 Gm) 十 2m ms 
从 而 一 


(i Secf > 2{( Ba) + many}ae 


TT 


天 =p 二 1 


z A to 
将 上 式 施行 加 法 , 我 们 见 到 , 当 ap<1 时 ， 
人 -Snrdo<0) 六 《ma 让 op 二 人 -1-ep》 
=0(n-”). 
要 ap 记 1 时 ， 


(By on. 
四 此 上 式 左 端的 积分 仍 为 0(n-”)， 与 前面 所 得 结果 合并 ,得 到 
Lf-8. ld =0(n®), 
由 引 理 8 可 知 fELip(a, p) .假如 ap~ B=—1, 于 来 及 a0 人 得 
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到 fELip (a~e, 芒 (e> 的 ， 由 是 可 知 EIip 《a, p)， 这 样 , 我 们 从 
on 一 On) 导出 了 ELip(o p)， 同 样 可 得 g(%) ELip(o, 2). 
其 次 , 优 设 7E Lip (x PD). 当 ap>I 时 ,由 引 理 1, ELip(m 一 雪 ). 
由 引 吾 2 一 om). a 
记 三 角 级 数 号 4,(4) 的 部 分 和 为 5.(2) = 4o(z) 十 … 十 4u(z)， 费 耶 
的 算术 平均 为 cefz) = (So 十 … 士 Bo)VGi 二 芒 ， 又 记 
Ss= B80) ~—hoAo(z) + thnAn lr), 
op) = (B88+ +8)/ (n+1), 


_ NN 十 1 一 p 
b= % 十 1 人 


EN, btm=0 (mm>0), 


of bo do—f) +0141+ .+0,A4, = D5,—f) 0, 
= trD (0h) 0,+ tl) (0s—f) dg 


s 3 Te (r+) (0,—A) 4, 


y= 


2 2 3 (p+1) (cz 一 力作,+r 十 (ou—f) Nh 


一 (on 一 门 直 和， 
” 当 n>m 时 ,我 们 见 到 
-0 六 [生生 -D0 


+, 它 ee CR CL 


9g=mTi+1 


号 (» 十 二 (cu —f) Myr 


A a 


+ tl) o,f) hha (on—f Nm 
+ (om—f) MNm. 
现在 4,(2) 一 qcosnw，Ms=n” 了 ， 当 ap<l 时 ,我 们 见 到 


_ 
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lo ol<RItEs +RtEt Rt Kot Kt Ks 
这 里 


Es= No fl O(n) On), 
Eo lom—fl n= Om ?"), 
下 ?一 [ou 一 用 4 一 On-ome 二 一 O(n 了 es 


一 [an 一 Fw 一 On， 
篇 写 Ks KEK (m), 那 来 


KEEK(n) = TT 2 (w+1) lo fis vt1 


. =o0( 二 ) 立 而 a De 


Ki~O(m$"), 


现在 估计 
KE S, (ot Do Fld 
et 0 mi). 
,p=m-+1 
最 后 ， 


Ei= Sr (tT) tefl 


1 
-OL ) 0m ). 
设 2:-+<&n 过 四， 则 

(8 -00)+ 时 (oP) 7" (0) 0:0). 
-由 是 和 
Rs(o) 一 oo 一 On | 并 二 人 


-0 。 
由 引 理 3 


4141 、 
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"(werip(S+e ?) 
因 /* 的 寅 理 埃 系数 是 单调 的 , 放 由 引 更 2 
i Oo 过 + O(n-1-°). 


从 而 ao。 一 0(n*")， 定 理 3 证 毕 . 

将 证 明 中 的 人 w} 取 成 Any0 的 同性 数列 ， 我 们 得 到 如 下 的 

系 1 设 和 各 10, A, 滨 0， 则 当 re PI 区 时 ， 世 和 4(Z) 
Elipka, 也) . 

假如 卫 4,(c)Elipkoa, p)， 那 末 上 fF 一 o,f 上 = sun ss—0(l). 
取 周 性 数列 {4,} 使 得 

end =—0(l), Astoo, Ev+1) N44, |<, (r+1) des—old), 

则 得 

系 忆 卫 4。 Co Elipte 2?) 的 话 ， 存在 如 下 的 { 4,}， Al ->0， 
44,<0 使 得 

5344s)ELip(e, 有， 
{ 引 理 的 证 明 】 置 4,=f (wh) fh) 当 了 ELipka, p), 


”p>1 时 , 由 黎 斯 不 等 式 ,， 


14"ae<c， fs 


因此 ，FELip(a; P)， 妖 二 + 计 = 卫 (eo*)， 则 得 [sl <1 上 的 解析 函数 


F(z) (z=70")， 记 


Mu(r, F') = 传 Lp ei 
我 们 证 明 
M,(r, 0 一 OU 一 ”)“ 0) (0<r<1). 


”不 妨 假设 0<a<i。 由 于 


es < F(er) Bp -efx 万 (elstipJeledo 
Es ) 却 | - ee 二 -= 《ev 一 f)23 
_ 6% 


7 所 上 一 (em ry ri - _F (e*)}agp. 
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所 以 Mr， 到) 不 大 于 


六 neo-reopm 
-0(]- To Ts ) 
-一 DC 一 rm) 
当 g>?p 时 , 从 这 个 结果 我 们 导出 好 -5 F') —max [FF | 等 


(= —") $3) 事实 上 , 设 ?<p<1, 我 们 见 到 
it 到 (re 一 这 起 | | Pr ee | 


_s pei 一 人 6 人 
< 有 0 P)( 训 | ,lpr ro"| ap) 


~ OCP pn) Ol—r)" ). 
现在 从 这 个 结果 导出 了 ETip(a 一 二 )， 我 们 只 对 任意 大 的 g， 
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F'(re) =0((1—r)" SoBe F(re*)E Lip(y, q) 好 了 . : 


们 希望 得 到 
| LF (rr) -P(rew) la9~r) 14 dg 
一 0(je)， 
这 里 0<h< 寺 ， >rz 志 设 O: 表示 |z1=7? 一 的 一 a 


9 十 及，02 和 Ca 都 是 半径 的 一 一 段 ,两 段落 在 01 与 bl- 上. 那 末 
a +| ,+ oe 


我 们 见 到 
是 a ac 个 roa) 


< oz ao) <OR—p)" 
00 
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关于 7 了 是 均匀 的 、 其次， 


(六 aaty (六 af iP' (ses) lds) 六 
<) a (| | (9%) ag) 


=0( -9 一 本) 
关于 天 与 了 是 均匀 的 ， 当 革 ~?> 轧 或 1 一 p> 中 时 ,上 式 是 
| OW (1—p—AD™ O(n), 
假如 1 一 "<h 或 1~p<24, 那 末 上 式 等 于 
of -Di) 0p 0). 
同样 可 证 
| 4 dO), 
这 就 守成 了 引 理 1 的 证 明 . 
1 引 理 2 的 证 朋 】 设 /(%) ELipa, 则 5[f, 0]~ 号 由 煞 我 们 
见 到 
: es 
-2 msin 2 
置 “一 工 , 则 上 式 左 端 小 于 Cn 从 而 


On->>2 咏 | mw >2m "2]. 


因此 6=0n-*).。 当 和 ELipx 时 ， 人 fz) Elipa, 
从 而 仍 得 一 0(% 1 )， | 
【 引 理 8 的 证 明 】 首先 从 7E Lip(a, 2 细 导 绸 | 一 on 一 Oo ). 


no 


5， 积 分 平均 的 率 茜 希冀 画 数 族 145 


on(2) 一 了 (2) 
sin (mn 十 1 本 
= 二 HI f(t + fd) ~ A i be 
| 2 
所 以 


|e moro le + 


二 人 
sin (% 十 并) 可 
—2f (2) > od 
an. : 


of at) +0( 二 | at) =0(n). 
其 次 , 1c 一 fl 一 0(n-) 导 出 FELip (a p)， 写 着 
wf, = 2 IF (e+h) —f (8) 1,, 
那 末 : 
oF)<olr -ow D+ o(oms §) 
=0 (2"-1) +o (com 二 ). 
末 项 不 大 于 | 
omao) ls < obele) oo) |» 


这 里 (2) 一 0， 当 友 (z) 是 阶 不 大 于 % 的 三 角 多 项 式 时 ,成立 着 尼 可 里 
斯 基 的 不 等 式 

lt Cw) |, 2nf# (2) ls 
(证 明 见 第 七 章 §$1 贝 恩 斯 坦 定理 的 后 面 )， 因 此 


of; 二)=023") + leo, 
OCT 十 二 思 oa 一 0 十 二 0O(2nd 
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取 m 使 2*<n<2m'1 则 得 
© (fs 二)=0ne), 
“ 当 n= [于 | 时, 我们 见 到 
of, D00r), 
引 理 3 证 明 完 毕 . 
在 一 般 的 情况 , 当 Po) ELip(a, 内， f (0) ~E oco8ne 时 , {lel} 
不 一 定 是 单调 的 ， 现 在 将 {1an|} 排 成 单调 数列 {9 站 (41 之 a22>…), 每 一 
[es| 是 一 个 路 , 每 一 改 可 能 对 应 于 不 止 一 个 as{ 我们 证 明 
定理 及 设 0<a<1, 史 >1L ， 则 当 了 (e)~ 袜 acosnwELip(a, 2) 
时 , 卫 改 oosiz 是 Tip(a min (p,， 二 2 )) 中 某 一 协 数 户 (z) 的 富 理 才 
级 数 ，、 对 于 g(o) ~ 卫 osinnw 与 久 的 一 ofsinnm 成 立 着 同样 的 事 
实 . 
【证 明 】 我 们 利用 
(2 十 万) —f 2—h) ~ D20, sinnh)sin ne 
来 证 明 ， 假 如 之 2, 那 末 


(4 Basinsyh) = lf (oth -Fe 


有 l(t -f(s 
因此 , 当 h=m/4% 时 ， 


2 一 1 
4 号 sin 经 一 0G2o) 一 Oo)， 
2 一 芋 > 
ST a2—0(0), a On) 
- Yo 一 3 CE 一 Ofnr-aa)。 


另 一 方面 ,从 
lol + lawal?t TE ed ‘) 


得 到 
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( 宇 la 中 -ooro 


ek 


=On"?) 


(六 ) 0m). 
由 于 {a 浊 的 单调 性 ,此 结果 等 价 于 a2? 一 O(n 中 ) =OCn-w-)， 因 此 


ar 一 O 人 


Se 


. 由 定理 3， frELip (a, 一 5 
当 ?<23 时 ， 由 豪 斯 多 从 和 疡 格 的 不 等 式 ， 辽 二 于 1 豚 话 ， 


( | -am <|f eth -f(s=00), 
由 是 得 到 ES 
3 a 的 a =0(n"™), 


(3 阳 ci 入 -Oy, 006) 


由 定理 3, 产 ELip(o, 2). z 
对 于 正 弱 级 数 , 可 以 同样 证 明 . 定理 证 毕 . 
从 定理 8 的 证 明 , 我 们 还 可 以 叙述 如 下 的 
定理 号 设 /ELip(a, p)(0<a<l, 1<p<eo)， 从 中 是 一 目 性 单 
调 数列 ，$>0， 
和 ,= On) A = O01), Lh O23), 


假如 了 (2) ~ 全 十 加 (woos ng 十 brsinmw), 屠 末 
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豆 aohe 十 Bhar cognet bn sin ng) 
是 Lip(min(p 十 6, 1), 2 中 某 一 函数 的 富 理 埃 级 数 . 
级 数 2iov 0 ng 与 车 44 nz( 4 一 六 cn/2) 在 适当 情况 是 同一 
函数 族 中 函数 的 富 理 埃 级 数 ， 只 地 , 培 丁 曲 (R Bellman) 和 卢 庆 骏 ( 美 


国 数学 期 刊 ,1549) 都 研究 过 这 种 函数 族 . 下面 是 冈 钮 希 各 夫 的 定理 ， 
拓 广 了 培 耳 显 (1944 年 ) 的 结果 : 
定理 6@ 设 4 一 部 (ae/b), 则 当 
of(0) ~Barcone ELip(a, p) 
时 ， 0 
F(o)~5 A,co8nr ELip(a, 2)。 
又 gz) ~ ZassinowELip(w, 0) 含 有 
Gz) ~E AsnnseELip(a, np), 

这 里 0<a<1, 1<p<o0,- 


证明】 设 2>2， 则 Go) ELip(o, 翅 是 4-0( 呈 ) 的 一 个 
结果 ， 这 是 从 定理 3 的 证 明知 道 的 。 由 定理 3， 


PO~ 避 并 之 Elip(1,9) (0>D. 
由 是 ,部 分 和 Su(g， 2) 满 足 
lp(o) 一 So D le=0nd). 
设 二 + 十- 则 从 人 -os(P -Or ( 引 理 3) 以 及 
4 人 四 一 8 D1 Ip -89, old 


| 


-二 | (en) (ps (pee 
得 到 
|All (0) on, ofor elo) -Sop, ole 
SO 
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从 而 4, 一 Oni"). 
其 次 , 假设 1<p< 二 2、 我 们 证 明 , 若 x() = 于 cwco8vtE I 则 


2n—1 让 
oo 一 On )。 
事实 上 
le [po 一 cs(o)]xao yt, 
lo lo -A tT 


左 端的 绝对 值 不 大 于 Ip 一 o.(p) "lzxje 一 OCn 疏 ) ( 引 理 3)， 由 于 


sn _\ 训 
|]m 于 … 二 | <(> 1) (lc)?+ .+ [ol 一 Ca， 


所 以 
3 y-10,= O(n ?). 
由 是 可 知 0, 0m t). 
”利用 和 差 变 换 , 我 们 见 到 
0 ) -0d). 
利用 这 个 结果 ,我 们 证 明 。 


Dn | , 
1 富 dc 一 Op)。 
由 于 4w 一 o ou/ 太 所 以 因 4ov 等 于 
min (tc, 2n) 2n 天 所 上 
Cs py 0 es oh ,之 汪 


SY Ok 
k=#—1 Ek v=n—1 


二 一 1 
”一 全 十 2 
由 于 
‘60+ t= Ont), 
所 以 
0m Om) On), 
3,~0(n-"), 
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从 而 得 到 
Acs 二 二 Asc = O(n "), 
由 是 FELip(a, Dp) 是 下 述 引 理 的 结论 ， 
引 理 和 4 假如 了 玉 (z) ~ 于 4,cosnw 对 于 Io(g>1) 中 任 一 函数 x(%) 
一 了 cncosnz, 系数 之 间 成 立 着 
加 0s 十 二 mcm 二 Om) (0O<a<d)， 
F (2) ELip(a, p), 
ER | - 
但 ?= 了。 
【证 明 ] 我 们 见 到 
EI) (FP-o(F))z dw= > re ac 十 Duo. 
假如 22<n<211, 那 玉 , 来 项 等 于 
> ror + 和 ¥ cy—= O02 + BD O27) 
=0(2-") =0{n-*), 


还 有 一 项 是 z 
: [条 -: 党 


3 
由 [7 Ly 人 2 ey 


二 
i 


二 疯 1 | 1—%x 1 
={0(w) +O) “+0() + 
~0m") (t+ ert")- Om™). 
因此 | 

| -wmGD)zao=OGr 
这 就 是 说 , 泛 画 () 一 | r(FP 一 on())xdw 是 有 界 ,但 xEI4， 由 是 
可 知 (参见 齐 划 这 竺 < 三 角 级 数论 > 旧版 第 99 页 ): 

bm (Pn)) lem00D), 
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由 引 理 8, ELip(a, p) 证 明 完毕 . 
定理 6 的 第 二 部 分 的 证 明 从 路 。 
定理 了 设 f(%)~~ascosnwELip(la, Pp)， 则 当 p 之 1, 0<ap<<1 

时 ， | 【 


Bo) ~ Et oognr ELip(e, p). 
【证 明 】 我 们 可 以 证 明 偶 函 数 
(上 fe Ci (0<wen) 
“如 吾 + 


的 富 理 埃 系数 是 


Qtrta on Ta 
ne 多 Cn 1, 2， ). 


由 于 f(s) ELip(o 9), 所 以 于 -加 cosnwELip(m, P)， 因 此 我 们 只 要 
证 明 @*(z) ELip(a, p) 当 ap<1 时 成 立 . 
首先 讨论 p 一 的 情况 ， 我 们 见 到 
1B* (2) —B* (十 内 dz 
本 一 下 0) 
一 dz du 
| 上 te 二 py 


内 


交换 积分 的 次 序 ,并且 以 2 代 1/ 馈 等 ,上 式 左 端 小 于 


op et 


登 一 外 


~-2f [fw) dut BL dw 


一 0O0io) 十 中 | 过 | If 0 1at | os f(at| 
一 Dio) tOR) FO + OR—h1re) 
= Oe). 

其 次 ， 当 1<p<o 时 ， 人 
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[| |B*(2) —B*(v+h) pa 中 -人 es ds 


了 
让 的 


of LL ofan) of LOL a 二 


大 一 妃 


3-1 $(” |f (Ce) | 
<3|. If 0 lt dwt 2 : 


条 件 fELip(a, Pp) 含有 10) 1?di 一 0Cw?)， 从 而 


Pro li) ~00), 
Pf ao YE) +o( wi") 
| ~0(hr). | 
”依照 91 的 情况 ,我 们 可 以 证 明 : 
世 |f @) | du =O(h°), 
天 个 

”总 结 起 来 , $B*(z) ELip(a, p). 

现在 讨论 正弦 级 数 ， 设 9(2) ~ 了 psinywELip(o Pp)， 

VO)~A nm 
定理 号 设 0<a<1, 则 glw2) ELip(a,1) 含 用 (2) ELipta, 1)， 
9g(2)ELipa 含 有 轨 (2) ELipa。 
【证 明 】 容易 证 明 , 当 0<w<<w 时 ， 
| "(2) 一 co 地 号 | 。 gat 


2m 和 

-让 六 从- 作 ) 各 促 
[ 见 卢 庆 骏 在 美国 数学 期 刊 (AJM) 71 卷 上 的 论文 (1949)]。 因此 我 们 
”上 只要 征明 玩 "(z)EZ(o, 1), 就 得 到 多 (2) E 工 (ww 力 ， 我 们 不 荔 对 0 二 
sw<wth<w 考虑 贸 " (十 月 一 多 (oz) 的 值 , 它 等 于 
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a ap g(adt—cetg 也 gg 


-| galte Hote]+oe | se. 


由 是 
全 pe(o 十 有 一"(o) dw 


化 十 殉 


<|、 (cte 本 一 o 妈 一 站 (gD lasaw 


+ 人 ctg 二 二 一 a 1g (0 |atas 
SA | 

”交换 积分 的 次 序 , 我 们 见 到 

<P 1 ee 人 


mint?, 一 由 》 


otg 2 dvd 


=0([ lg let)+ ej ls 


由 于 geELip(e, 1), 所 以 z 
[lg las=00®) , 


[rgd l= Fh lg lon) th ,lee la 
=0(h" 1). 
从 而 得 到 .I 一 0C8r")。 积 分 五 是 两 个 积分 
fa 和 fe 


本 加 


”的 和 .前 者 等 于 


，h 
\ f= 二 2 | 17 0) lat aor=O(J a2) =00), 
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rr sin 扫 0(w) 


A -” ，。 作 ， 钞 十 网 
人 


dz=O GT do) Oe) 
从 而 二 一 O06)， 由 是 外 "(2) ELip(a, 1)， 
其 次 假设 9(2) ELipa。 我 们 要 证 多 (z)E Lipa、 其 实 只 要 证 明 
要 *(v2) ELipg， 由 于 9 一 9(0) 一 9 的 ,所 以 9 的 =O(z)， 从 而 
向 *( 和 十 下) — P(r) 


=-(ctg 志 一 ctg 一 二 一 外 g (ati+etg eth fe g(t)at 
的 末 项 等 于 : 

O(ctg 2 LE. (oth)eh)= Oh (ot B®) =0(h). 
还 有 一 项 当 h<x<w 时 ,等 于 


.， h 
BR 之 

| o( 335 00eor 站 00 
2 


否则 (0<z< 思 左 端 是 O(zz) = OUiz)， 总结 起 来 ,我 们 见 到 
2 Woh 一 大 (2) =00) (Rh>0)., 
证 明 完毕 . 
在 定理 7 中 的 条 件 下 ,能 否 断定 函数 
D1 (2) ~ ono 
属于 Lip(a, p)? 我 们 证 明 如 下 的 定 更. 
”定理 9 设 记 人 一 cncosnzELip(a, pg), 则 当 
1<p<2, 0<a<T 
Va 
时 ,1(w) ELip(a, p)， 当 p>2 时 ,或 当 p> 二 时 ，B(z) 来 必 属 于 
Lip(a, 落 ， 同样 的 结果 ,对 于 正 怠 函数 也 成 立 . 
[证 明 】 设 fe 对 是 由 站 ai 更 序 而 成 的 单调 数列 ， 则 由 定 再 条: 
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f(t) ~Zaro8neE Lip(a, p). 
由 定理 8, ao 一 Op“ 二 )， 这 里 本 十 二 1， 由 于 


训 |al < 四 人 -0( 玉 。)-06)， 
所 以 当 %( 四 ~ 写 6ucosvtE€ Ta 时, 由 定理 6 的 证 明 ， 
p> oo [el 入 和 + 3 PAPSEs 


,A ,1 

-0 习 色 lol=06r9)， 

从 而 产 (z) ELip(a, p) ( 引 理 4)， 
”同样 , 从 Zan sinnw€ Lip(a, pp) 可 以 导出 > 2p). 

设 J(z) = i 则 Bi(z) 一 号 n-+cosnz 属于 Lip(5， p) 而 不 属于 

Lip(a, 2), a> 广 的 话 ， 但 是 由 于 了 (w) ELip(1, 2) ,所 以 定理 当 p>2 

或 ep 光 1 时 , 不 成 立定 理 当 op 一 时 也 不 成 立 ， 事 实 上 , 取 f(2) = 

m+eosnw, 则 f(%)ELip( 二 , P) 但 是 ,由 于 
.并 1 - 
i ~l1 lgn*0m") (a=T), 


% 
所 以 由 定理 3， 本 (ELip( 二 , 9， 汪汪 
” 当 p>2 时 , 即使 ap 达 1, Bi(m) 也 未 必 属 于 Lip(a, p) .例如 取 适 
当 的 sm 一 士 1， 可 使 己 esfWV log*(n+1)}-+eosnw 成 一 ar 中 的 偶 孙 
数 (证 明 详 见 次 节 )， 设 0<a<1, 则 由 定理 5, 级 数 
Bree VT log’ n+l)}-tooane=f (2) € Lipa, 


但 是 这 里 |a,| = Be log? (n+1)]-t, p>2, ap<1, 


|ci| 十 … 十 |anl : -二 -< iy 
有 ED On ), 


定理 9 证 毕 . 
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各 .系数 的 变动 与 函数 的 变质 


任 一 符号 叙 列 fei} 可 用 拉 特 马 吼 的 函数 列 {gpu(} 来 表达 ，go 信 = 
sgn sin (2"+1zt) (0<t<1)。， 对 于 一 定 的 {8a}， 存 在 如 E [0, 1 适合 
gn(to) 一 en， 对 于 三 角 级 数 
吝 %+ 驴 (@s cos nw ba sin ne) =D) A lm) , 
我 们 作出 许多 (系数 ) 变 号 (变更 符号 ) 的 级 数 
习 4. (2) pn lt) (0<t<1), 


假如 后 者 在 t 的 点 集 守 上 具有 性 质 了 ，|T| =1 的 话 ,我 们 便 说 ， 几 乎 
一 切 级 数 于 4,(z)g,( 引 具有 性 质 卫 ， 一 切 级 数 号 4,(w)gs( 引 的 系数 都 
满足 
expalD N= lal, lo9pa(D1= 05), 
因此 我 们 称 卫 A(z)po() 和 器 4(w)gn(ia) (HE [0，1]， 二 E to, 1]) 
为 系数 同 模 的 两 个 三 角 级 数 .现在 证 明 下 述 

定理 1 假如 对 (Qs 十 可 ) 之 oo, . 那 末 几乎 一 切 系 数 同 模 的 级 数 
工 4(o2)wn (二 概 收 敛 ， 假 如 也 (eai 二 2) (log mw)? 对 于 某 一 大 于 1 的 p 收 
伍 , 那 未 几乎 一 切 系数 同 模 级 数 匀 敛 于 连续 项 数 ， 

这 是 配 束 (Paley) 和 齐 革 蒙 特 的 定理 (剑桥 杂志 , 1930). 

【证 明 】 当 对 (GB 十 码 ) 之 oo 时 , 玉江 (w) 之 oo; 由 是 可 证 
z 8 多 = TA) pl = ©) 

在 0<t 妈 工 上 概 伍 (固定 *E [0, 2w1), 设 [4, 妇 忆 50, 要 , 则 由 黎 斯 和 


菲 秀 (EE. Fisher) 关 于 直 交 函 数 系 的 定理 ( 见 定 再 1 em 存在 
函数 瑟 () (0<t&1) 适 合 


| [H(t) —S, (a>0 (n>o0), 
从 而 
人 (8 四 一 互信 )di-0 


(AR 


由 于 
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关于 [a, 妇 均 匀 地 成 立 ， 宁 实 上 , 左 喘 的 绝对 信 不 大 于 

Pian@ -sla<{f to -sa ol). 
设 [q, 引 一 [p27 ?2 十条 可 ， 则 因 

| wsz(Dat= Ce 计 风光 员 
我 们 见 到 , 当 "># 人 里， 
O=| [HO SD] 二 (SG 一 号 -9 )@. 

从 而 

2 8 (Oat— 和 Ou +0o(l) (b>00) 


几乎 处 处 成 立 ， 或 是 ,除开 [0, 卫 中 t 的 一 零 集 ,成立 著 
lim S(t} ~ H(AH(, «), 


这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 ， 从 Bu 人 iD) -> 百人 二 ,我 们 还 要 证 明 : 当 #GE 
吾 ，| 吾 | =1 时 ,关于 wwE [0, 2 四 均匀 地 成 立 着 


Cn， A 一 忆 岂 二 于 3 一 DA logn), 


我 们 和 用 杨 格 的 不 等 式 ( 见 陈 建 功 的 <* 实 函数 论 ?) 
GD< 芳 (g) 十 叶 (0) 
来 证 明 , 这 里 


Do = pd, Bo) = ba 
29(Y) 和 刚 (w) 是 相互 为 递 的 增加 西数 , 9(0) (0) 一 0, a>0, b>0, 


mon(%, t) -| Si{t, WK, —2w) du, 


”所 以 wlon(z, 四 | 不 大 于 


人 (sse W Dautf PK)) ds 
设 (9) 一 2p" 一 1(4>DD; 则 w=g(0) 一 2pwer”, 当 o>1 时 , 
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log 9 (0) > p05, vy. 


由 是 可 知 , 久 (w) 才 wmax(1l 二 Malogw)， 从 而 
fF 0)) a 


| 
<|， KEK,(u—¢) Se VilogR, Ce) )du 
< (pogn) ?| Eslu—o) du 


~ (p11ogn)s, 
”还 有 一 个 积分 ,在 全 (a 十 本) <oo 的 基础 上 , 它 是 0(1) ， 由 是 
onl®, t) =O(V pT Iogn) 
美 于 % 均 匀 地 成 立 ， 由 于 岂可 以 很 大 ,所 以 onlz, t) =o(VIogn)， 
现在 假设 全 (成 十 训 ) dog 有 ?<oolp>1), 时 


mo 一 六 (1-- 大 村)4o(z) [log(v+ DS 

ol) — (1— 

由 和 差 变换 , 我 们 见 到 
= 号 n+D2S[2 Gog +D) 下， 


钢 汗 工 )4， (®), 


十 人 十 切 cv(z) ST og (ntl)) 


~ 加 0,(2) (y+1) i plog(y+1)) ? 


+ Do, (Aog (+)) +00D). 


末 项 的 oD 关于 w 是 均匀 的 ,中 项 也 均匀 地 是 o( 了 人， 事实 上 ， 
| on(2) = of Y log 9) ， 


gtD)) E00. 


由于 瑟 ov(a) (5 了 人 1og* Dog(z 士 六 1 号 均 匀 地 有 极限 ， 记 以 它们 的 
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算术 平均 也 是 如 此 ， 因 此 , 当 mw yco 时 ， 极限 lm ou(o 均 匀 地 存在 , 它 
的 极限 是 Caz 中 的 一 个 丽 数 . 

在 这 个 基础 上 ,结合 到 oz, 芒 ~o(VI0g 风 (0<o<2m) 对 于 ! 
乎 处 处 成 立 ， 我 们 断定 ， 凡 乎 一 切 级 数 已 42 的 ， 当 号 (+ 的 ) 
.Gogm)* 人 >1 收 伍 时 ,是 Ca 中 函数 的 富 理 埃 级 数 、 

桨 斯 - 菲 秀 定理 。 设 {p.(2)} (a<o< 配 是 一 就 范 的 直 交 函数 系 , 假 
如 器 吕 收 敏 (6 安 0), 那 末 Za(a, 办 中 必 有 函数 了 (加 适合 于 

[Pda=B of bd n=0, 1, -0). 

[证 明 】 这 里 建立 更 一 般 的 定理 ， 假 如 

f(D ED[a, H] (p>0); 
tim | 1f,(0) 一 fr(e) ?ao 一 


那 床 Ls(a, 所 中 存在 适合 
站 GD -AP jaro， 
| po Jds >») fe) bran. 
利用 不 等 式 z 


lals—18l?} <ple—Bl (lel?+ {BD), 
我 们 见 到 


| Hz 一 四 [fafa {fal + fl do 


三 


< 太一 Peraz] 人 ljao] 于 小 olan) ol 


置 max(1, 2 一 P, 则 因 
fr? SP l?+ If, 1， 


[ttlrar<P| lr rds +P| If-filr ado. 
我 们 见 到 | 户 ]zaz 一 0(D。 从 上 夯 所 得 的 不 等 式 ， 


nr 
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fim 111?— lf "de~0. 


由 是 可 知 极限 lim| |f。1?dw 存 在 
设 E>0, 当 n 之 NN(s), Ww 之 入 (8s) 时 ， 
Jefolrdz< en, bw, (fC) fw) >0) |<s. 


置 太 (2- 切 ) 一 mx (6 一 1,2,…)， 那 末 存 在 测度 小 于 习 2-m 一 的 一 个 
点 集 如 , 当 [a, 四 中 的 zB 时， 
[fn, C7) —fnm (2) |< 亏 人 “3 [fn C2) — fun (0) | < 击 由 的 


在 [a, 四 一 吾 上 ，{fw(2)} 匀 人 敏 于 一 个 函数 jz) ， 由 于 了 了 可 以 任意 地 
小 ,所 以 {f(z)} 概 伍 于 .72 由 是 从 


[160 #0) ?dtm |f%(0) —fs (0) lr de. 


得 到 ， 当 w->co 时 ， 左 端 等 于 o(D) ， 我 们 建立 了 上 述 一 般 的 黎 斯 - 蕴 
秀 定理 . z 
设 S.(2) ~ 冯 oo(2)， 册 当 玫 > 时 ， 


上 ss -Sw (0) dott DD (no0), 


从 而 有 了 (%) 适 合 于 
AC 


置 77 一 f(D)$(o)dz, 则 当 m>n 时 ,yacn 等 于 
1 — Sno) Gal) do—[ bal) LF (2) —Sn(o) Jdz, 
[onl < Ran] -Solaz-o(D (mro0). 


则 是 7 一 n(n 一 0, 二 …)， 另 一 方面, 从 |[/ 一 SJ]*Go 一 ol 办 ,得 到 
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Po- 六 toy- 
人 5 
定理 证 毕 ， 


系 ” 当 了 (os 十 只) <co 时 ， 必 有 以 {4。, 5,} 为 富 理 埃 系 数 的 (4) 
适合 四 


于 Pav= 名 + 训 (os+ 的 . 
定理 2 设 f(o) ELip(a, 7p) (0<a<1, 1<p<o0)Y， 则 当 0< 
B<1, S[f; gj] 一 名 十 罕 (aroosngt+bnsinng) 时 ， 
fa(®) ~ B+ E(B),(an coanet bsinne) 
ELip(1—p-’) (atB>1); 


fal®) ELip(a+B—p (5<«+p<1) 


folo+h) -foe) =0(hiog 3) (e+B=1, h>0), 
【证 明 】 利用 前 节 引 理工 的 证 明 以 及 万 (办 等 西数 , 但 是 这 里 还 要 
引入 | ee 
1 的 —B(—B)sowr, canis 全 >0)，o 一 豆 m。 
我 们 见 到 : 
各 Hp 上 t 2 人 . > 
a Falz) a (z=7re, O<Tr<1), 
从 而 “ z 
的 一 | emer) {Poms) 一 下 (cjap < 
rel Pa < lire ar Pee) Plo) lo) a0 
-0 lolEG-r te ap). 
因此 , 当 ~ 时， 


1 10, p= Lp(0, gr)s Lip(o oo) =Lipa, 
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Imred sO -ne (1) a]. 
假如 a+B81, 那 末 
[PoCre®) lo=O0(1—7)"), 
这 里 1= min(0, a+B 一 41), 由 前 节 引 理工 的 证 明 , 我 们 见 到 
”Fares) ~ 0 : 
当 ao 寺 8= 工 时 ， 1m(reo)， -0(1og 3 = 
当 a 十 后 >> 工 时， 


FuleoE uel-1) 


当 1>e+8> 瑟 时 ， 


Fe 人 6 Lip (e+e- 1), 
当 人 时 ， 
: Fs (est 一 五 4 (ee ) 一 0( 访 log 1 2 


ke 四 
2 9 
定理 证 毕 。 ， 
当 f (2) ~ZA, (0) ELip(o， DD) 时， 我 们 还 要 研究 级 数 . 


[fi = 4 + ned (2) 


”的 性 质 ,3 可 以 为 负数 , 当 闻 >0 时 我 们 假设 do 一 0. 
定理 仿 设 0<a<l, 1<p<oo, 了 ELip(a, 芒 ， 则 当 0<a 十 3 一 
时 ， | : 
” Go 站 ELp(c+a 2。 
证明】 设 一 0 一 记 ,, 作 解 析 函 数 ee. 
F(z) =S, [有 ] + Bn a 
”我 们 见 到 , 2 一 roe(0<r<1) 的 话 ， 0 


es 3 


由 于 


所 以 


从 而 
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名 (2) ~ 区 | 马 nM coleie) dg 


| “Snrer) [Fo(p 十 及 一 Po(9)]dp。 | 


ni 


(一 5)。 
~ 了 (一 8+) (41-8), 人 + 名 + 和 坊 +0( 训 】] 


Wi = (1 0), HO—— 


Snr T(t) (42) -3401 +0(|1—2|)] 
+OGD (z|<D. 


am loo Le ap, 


常数 o ,Os 只 与 5 有 关系 .由 是 


oh -0 Tar) Su 
设 CO: 是 从 的 到 re% 的 直线 医 ，Os 表示 从 ee 沿 以 0 为 中 心 的 


圆周 到 ree 坟 的 国 红 , 03 是 retero 到 eta 的 直线 段 , 那 末 


了 (eta) — Pa (01) -| 十 | + Ba) 


F(t +m) — -ze bs jf, Fs (8) "| ) 
一 了 十 Ta 十 Ts。 


首先 估计 I 工 2 由 于 


ee 


< 六 人 er 
er 
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所 以 I=0[h(1 一 +?)** 朽 。 假 如 ”1 一 , 那 末 我 们 得 到 
Ta Ot{h ) 。 
”其 次 计算 I 
五 < 全 eol <G—n) (Floer) lgap) 
-CnD3o[( 人 da-p)e do) ] 
=0[(1—r)" O83), 
同样 可 证 I=0(h*-，)， 三 者 相 加 , 得 到 
Fe(eerea) — Fa(e) ,= Oe). 
由 是 (6e*) ELip(a 一 3, Dp)， 从 而 S, [有 ELipta 一 8, p)， 定 理 3 证 
毕 ， 
注意 ， 当 w+S>1 时， 人 Es[ 站 ELip (1, p)， 见 前 节 定 理 5， 事 实 
上 ,除开 在 8<6 的 情况 ,定理 3 的 结果 是 全 在 前 节 定 理 5 之 中 的 . 
当 了 4.(z)ELip(u, Pp) 时 ,假如 廿 %,4,(w) € Lip(a, p), 那 末 写 着 
; {Nn} — Lip(a, 7)3 Lip(e, 2). 
了 系 车 {Nw} 一 Lip(ow, Pp) 字 Lip(oo, 四 (0<ao1)， 则 对 于 (0, 刁 
| 中 任 一 a, 成 立 着 | 
| {he} —Lip(a, 2)SLip(e, p). 
【证 明 】 设 对 4,(z) ELip(eo, Pp), 则 由 假设 和 An(z) € Lip(ao, 
四). 设 aao, 则 由 定理 3 及 其 注意 , 当 卫 4i(z)E Lipla, Pp) 时 ， 
Dred(t) ELip(a— (a—ao0), P). 
从 而 (由 假设 ) 了 Msne-“4;(z)E Lip(ao, P)， 再 由 定理 3， 
En NA (ys) ELip(ao 一 (ao 一 0 ，2)， 
即 了 js4:(z) ELip(a, p)， 证 毕 . 
设 0<a<1, 记 适 合 
Tn (an cog ne + bein ng) ELip(a, 9) 
的 {9。, bj) 为 {a bo} ELip(a, p; mw")，, 用 系 的 证 法 可 以 建立 如 下 的 


th 


6、 系数 的 变动 与 西数 的 变 乒 “185 
定理 的 前 半 : , A 
定理 气 假如 {0s, 加 ELip(ao Pw“) 对 于 某 一 ao(0<ao<1) 
成 立 , 那 末 当 0<a< 工 时 {a， 5n} 也 属于 Lipla, P; wm“)、 但 是 {a,, 8 
未 必 属 于 Lip(1, p; 7)， | 
现在 证 明定 理 4 的 后 半 . 设 整 数 5>1, 则 当 0<a<1 时 ， 
fa(o) 一 了 50-0s b"wE Lipa (第 三 章 87 定理 辐 ， 
从 而 1, 0} ELip(ao, PW) (2s 关 co) 但是, 由 于 
: + fe = i 2 i bh 
fulw 十 及 站 (vO—h) Db" "sin br (所 ) 
所 以 久 (z) 的 概 然 存 在 等 价 子 级 数 一 卫 Dramainrz 风机 用 对 称 求 和 
. 法 几乎 处 处 求 和 , 这 就 要 级 数 
p> (BR -< 
的 收敛 (理由 详 下 面 的 引 理 ) . 因此 当 0<a<1 时 ,导数 及 (2) 几乎 到 处 
存在 ， 另 一 方面 , 当 产 (ZELip(dl, 1) 时 , f1(2) 相 当 于 一 个 有 界 变 若 
的 函数 (参见 梯 奇 马 许 的 《函数 论 > 第 十 章 习 题 10), 从 而 及 (%) 几乎 到 
处 存在 , 这 是 矛盾. 由 是 岂 , 0} ELip(1, 六 m-*)、 定 理 生 证 毕 . 

-对 罗 一 ( (tn0, ¥ nl> Ya， .ph))， 当 limtf=1(v =0, 工 ， 0 jim 加 "一 
0@=0, 1 …) 时 , 称 个 是 一 级 数 的 线性 变换 ( 当 写 |t 一 t-:| 一 0(D 
时 , 7" 具有 正则 性 ) . 

引 理 设 阿 迷 马 缺 项 三 角 级 数 于 4m(8) (ne<gnssa 9<1T) 几乎 处 

处 可 用 天 变换 求 和 , 别 必 刁 成 <<o0, 这 里 


R= 二 | 和 (war (p>0). z 
[证明 】 首先 将 和 改写 成 数列 束 和 的 变换 ，aww 一 i 一 坟 -1 闭 末 


lim au 一 0 (y=0, 1, …)， lim Faw =1. 


当 3 (Wo 十 证 十" 十 册 ) ww 了 时 ， 也 必 一 SC ) 。 
置 Sa(z) = doko) 十 … 十 4m(2) ,我 们 见 到 


Ap A ee re rn 
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Tm《 少 ) 震 pL (号 一 4 (2) Rm, Brmny— 3 Crm, 
由 假设 ,存在 正 测度 的 点 集 孔 在 殖 上 ,lim rm(z) 存 在 并 且 |ra(w| < 
办 ， 我 们 将 证 
|B| Re. 


出 是 可 知 
子 |BI BABB|, 
| SAM):, 
因此 浒 PB8w< (2M)?， 令 wyo0, 则 得 记忆 < C2M)?， 从 而 于 成 < 


将 mm(a) 的 部 分 和 训 aov4。(o) 写 成 
Plw)= = om 
的 形式 , 这 里 %。~ 一 mw， 从 而 
由 P?(w) dc- | oem 06 ms dp 
-aE lt os), dmde, 
最 后 的 积分 表示 点 集 怠 的 特征 西数 的 “系数 ”yw 条 上 2x， 末 项 
思 的 绝对 值 的 平方 不 大 于 
2n(B les |) ECD yn 9) 
<2r (Zl) (yl) 


对 于 任 一 正 整数 属 , 可 以 写成 六 一 mm 一 re 的 写法 的 种 数 不 超 过 
Oo) (mw< 0net1): 事实 上 ， 不 妨 假设 >>z>0， 假 如 站 一 z 一 ”wo 那 


末 N=m+my, mE (可 玉 Rh 六 的 全 和 0( ) 如 果 
O85 
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入 ~ 一 %， 闭 末 术 >m 一 0m,, 各 二 这， we, 这 )， 这 样 的 
m 的 个 数 是 0(9) .总 结 起 来 , 丸 一 心 一 mw 的 写法 只 有 O(9) 种 、 由 是 ， 
设 能 写成 % 一 rw 的 最 小 玉 为 刀 我 们 网 到 

: Bly l=000) TInt]. 


又 因 吕 [yl 一 喜 1P1<1 0(0)<K， 故 加 ly js<E a. 我 


们 不 妨 假设 Gm 一 Qnn, 一 … 一 amn 一 0， 取 适当 大 的 j， 可 使 最 小 的 
Wy Ny (wy) 为 ho, 


LE 
从 而 得 到 
冶 访 1?<T 冯 ,PO ydr< 各 匆 I 
取 太 足够 大 ,可 使 (P(z))?< (rn(o))?+1< al 因此 
p> 1psl*< M+1, 之 el?<00., 
由 是 得 到 所 要 的 结果 : 
2lol < dre, 

引 理 证 毕 - 

定理 号 ”假如 {2r} 一 Lip(a, Pp) 沪 Lip(a, p), 那 末 


{Xs} —lip(a, ») Slip (a, p) . 
倒 过 来 说 , 也 是 对 的 . 


[证 明 】 首先 假设 Th 一 Lip(a, Pp) 芒 Lip(a, p), 则 当 ae | 


liplw, Pp) 时 ,我 们 要 证 ,4n(%) € lip(a, p). 
由 前 节 定 理 3 的 系 2, 存在 如 下 的 {1w}, 0 之 kw 个 o0， ud 
Bnhn ds 2) E Lipla, 2p) 


利用 二 上， 由 前 节 定理 3 的 系 ， 
Z 寺 wons4uGo) -了 do(o) Elip 人 劝 。， 


和 
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这 就 证 明了 定理 的 前 半 . 
设 和 4,(2)E Lip(a, Pp)，{Xw} 一 lip (x, PD) 沪 lip(a, p) ,现在 要 证 
FEA,As (2) E Lipta, 2)， 
当 jx 一 0(1) ，4L 和 m30 时 ,由 前 节 定 理 3 的 系 ， 卫 pn4.(z)Elip(a,Dp)， 
应 用 {0} 的 性 质 ,我 们 见 玛 和 wpoAds(w) €1lip(a, Pp) .这 个 结果 是 对 于 
任意 的 凸 性 数列 {jn} (jm 一 ol 了 )) 成 立 的 . 由 是 可 以 导出 所 妥 的 结果 . 


事实 上 , 辕 
on 人 四 一 人 人 hs ds (0), ots) = PN(1— TAs), 
则 有 函数 f(z) 适 合 z 


oo 一 ca(o) [= en o(n®), 
利用 前 节 定 理 3 的 证 明 中 关于 et | 


[1 oso les] 


nly mm 十 1 一 » 1] 
< 这 | n+1 mii +e 


| 


. (y+1)e, 


p=m1 


D3 (pv 二 1)ey 


2 
二 1 #50 


2( (三 )| 十 ?rny 
ra 


1 3 Cy 二 1) 8, 


mn 一 


十 


A(——)| + ep | 


1 下 ) 
Hm Hmti sr 
现在 特 到 如 下 的 jo- 一 一 w(n)，w(w) 具有 导数 %'(2)，w"(%)， 
ACF ow (2) >0, Wp wg) >0, wo) >0 (v0), w{+o0) 
一 co， 例 如 | 


(0) ~ met > 


:就 具有 这 些 性 质 ， 由 是 
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[2( 志 )| ~ {oz+1) ol)]— [olv+2) —w(v+l)] 


<o (wt2) < (v4 2), 
出 于 2xo' t) 十 好 co (v2) >0, tea" 2)] >>0 所 以 vo" (w) | 天 2oc) 。 
因此 


2 二) | <4o'(z)/o。 
从 而 
C+Dat (2) -0 W001og 1og 5)™). 


代入 于 os 一 o%ls 的 估计 式 , 就 得 到 |ozw 一 0%1,=0Cm-")， 由 熟知 的 
论 法 ,得 到 | 产 一 coal 一 Ca) ,这 里 产 是 of(z) 当 人 >co 时 的 极限 .由 
前 节 定 理 8 了 ELip(a, p); 多 [ 产 ,可 一 忆 )u4o(z) ， 定 理 证 明 完 毕 . 

利用 定理 5 的 后 半 的 证 法 ,我们 引入 沙 勒 姆 (R. Salem) 的 定理 ( 数 
学 之 基础 , 83, 1945), 

定理 名 ”对 于 任 一 连续 函数 f(2) 的 g[ 有 ] = 区 4,(2)， 存 在 四 性 
数列 { 小 ， 和 > 一 0,， hn 个 cc 使 局 4,《2) 仍 属 于 Csx， 对 于 任 一 富 理 埃 
级 数 世 4,(z)， 存 在 如 上 的 你， 使 写 和 4。(w) 仍 为 昔 贝 格 - 富 理 埃 级 
数 ， 并 且 当 (2) E Lo(0, 2m) 时 可 使 全 和 4,(2) E 了,(0, 2x), 1<p 
<o0, 

【证 明 】 记 生 4,(%) 与 宇和 4,(2) 的 费 耶 算术 平均 分 别 为 0,(2) 与 
cn(2) 。 我 们 见 到 


A 站 #1) (os—f) Mh 


十 TT 3 (Ce 二 (Gu f) dA 


+ (os—f)hn— (on— fA,. 


16S 


由 于 JE Osz， 所 以 en 一 maxlon(%) 一 f(z) 1 一 oll1)， 设 增加 瑟 数 wz). 


《2 之 0) 能 使 Sum)] 二 收敛 , w(0) >>0。， 叉 设 正 值 申 性 增加 函数 hy) 
《9g>0) 满 足下 列 诸 条 件 ， 
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Mto0) = to0, uO) <E, Ny) >0, NP ton. 
由 定理 5 的 证 明 ,级 数 呈 men| xn| 收敛 ， 从 而 级 数 
BE (mt) (gale) -Ff (9)) hh 
勾 敏 于 一 个 连续 函 数 , 它 的 算术 平均 当然 匀 敛 于 这 个 函数 . 由 于 ev< 
和 ofw( 和 ) 一 oD)，sol3h 一 C1) ,所 以 等 式 中 最 后 两 项 句 伊 于 零 . My) 
是 四 的 , 从 而 一 季 二 6 是 y 的 减 小 函数 ， 由 于 WO)>0， 所 以 
A 是 y 的 泪 小 画 数 ， 因 此 (9) A(y) <0， 册 是 
ves| osi| = v8 Nyta— Nyt] = ve (v) < ssh =0(l) ， 

从 而 等 式 的 第 二 项 二 守 (vy 十 1) (ov 一 六 ha 与 钱 于 零 ， 我 们 证 明了 


On (TD) 匀 钱 于 一 连续 函数 ， 之 hd, (2) GOar， 
假如 之 4(o) EI,(0, 2m), 那 末 当 %>>m 时 ， 


1— 一 
jc 一 os T(t eda, 


玉 、 汪 ， te, lA, 


v=mt1 
2 
写 (p+1) el AM, | 


十 


了 号 ‘(v+1) 8y] AN,42|- 


十 sur 十 za A | + enh 8m | A2Nm | , 
这 里 5 一 |o, 一 fs 一 ol1)， 取 上 面 的 fw} 我们 已 经 证 明 ， 当 m->oo 
时 ,上 式 末尾 六 项 都 是 ol 了 DD， 
记 收 全 级 数 呈 (2 十 1) ,| 人 和 ,yi| 的 最 初 % 二 工 的 和 为 驴 ， 那 末 等 


式 右 方 最 初 两 项 等 于 
+ 型 全 二季 =0( 了 《mi 一 >co). 


四 由 基 Nos—osly—>0(%>m—>00). 由 是 可 知 Him o*(w) Se es 人 
洁面 了 Nd。(o)EZ(0. 2r)， 定理 证 毕 ， 
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了 . 系数 的 准确 估计 及 其 应 用 


对 于 一 定 的 阔 数 族 豫 守 二 (0，2m)， 我 们 来 研究 系数 的 准确 估计 


1 于 
| | ee) 0 


当时 是 [w], 时 , 勒 贝 格 老 星 (1910) 证 明 


这 里 书 由 适合 三 个 条 件 . 
bt1) + w(ta 贡 十 妇 - 
(0 


(i) w(0) =0, w(t ECO, w), 

(这 》 wliitty) So(t) + wtts), 
当 了 E [oj。 时 ， . 
[FCo+6) -fo) lo =maxlf (ot+t) ~ (0) | < 0), 

假如 人 不 一 定 具备 种 性 (向 上 后 的 性 质 ) G)， 而 是 满足 (i 和 
(证 ), 那 末 我 们 就 称 @( 雪 是 一 连续 性 模 ， 叶 菲 莫 夫 于 1960 年 苏联 科学 
院 的 数学 杂志 (JI3x, AH CCCP 24) 上 证 明 ， 候 如 中 人 只 是 一 个 连续 性 
模 , 那 末 


Cu([oj] 2 2 Jansam pe [3, 1]. 


记 
YON) 0 ld, FW =f (eth) —f (0), 
ol =mp lhf (oO) O<tsm 
当 14f (2)1<o() 时 , 写 着 f(z) E [a]z. 别 尔 迁 晓 夫 (B.7H, Bephamea) 
最 近 (Han. AH CCCP 29，1965) 将 时 于 英 夫 的 定理 拓 广 到 [or 我 们 应 
该 留意 


anp|=[ 7 fosinnods ~ 0, (0). 
sop 
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定理 1 设 在 区 间 0<t< 元 上 ,连续 性 模 吃 (为 是 向 上 凸 的 , 那 末 


Cj 0 of( 各) ginz ds, b=l; 


在 一 般 的 连续 性 模 (t)， 寺 <9<1， 

首先 建立 

引 理 设 /(2) 是 具有 周期 5 的 周期 偶 函 数 ，j(s 十 可 ) 是 “的 
奇 函 数 , j( 冯 -) 一 0. 假如 f(o) EZ 一 亚 , 更 ), 那 末 


| ve+D -700) lav>8n| 们 em|. 
当 矿 (或 -Fo 在 | 0， 这 上 成 单调 增加 的 正 仇 时 且 限于 此 
时 , 式 中 等 号 成 立 . 
[证明 】 置 47(o) 一 了 (2 十 人 一 (2), 则 4/( 下 一 喜 十 @) 是 w 的 
奇 函 数 . 事实 上 , 它 等 于 
f(b++2) -f(b 一 证) 
一 一 |7( 玉 4+ 训 一 4) 一 (和 b+ 驹 一 2 一 日] 
4 
Lz 等 于 


四 四 -Fotbal 


= pd ldw> 


雯 二 


J | f(a)da| 
喜 


‘ow oo 
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末了 的 积分 是 零 , 前 者 等 于 中 dz， 引 理 证 毕 . 


【定理 工 的 证 明 】 求 C( 叹 ) 的 值 ， 不 妨 假设 矿 (e) 是 具 周 期 2 
的 偶 函 数 . 由 是 本 


{foo ne de= sn] Fooo0ne dz 
=4n | | fat sin tw Op, 
.应 出 引 理 ,我 们 见 到 


| 人 rosean| < 号 他 4 人 [sinntd 


: < oe 
假如 ol) 在 [0, 这] 上 是 四 的 ， 那 未 具有 周期 ar/n 的 周期 函数 
fb)， 当 2E (0, 让) 时, 其 什 等 于 评估 a(2z)， 就 满足 


end o( 和 )anee 
事实 上 , 当 8=0， 土 1，…， 土 # 时, 上 4:f。(m) lz 都 是 2 的 偶 务 数 ,从 而 
[dxe fol le= lhe,fols) hz, 
由 引 理 ， 
DRROTR 且 ol2z)az=o 人 9 
另 一 方面 ,我 们 得 到 z 


{feeosne d= 对 | [dasf lt) a 


工作 /ow\ 
-5h () ned, 
我 们 知道 ， 对 于 尾 一 连续 性 模 w( 人 六， 存在 其 有 四 性 的 增加 函数 


”3 


问 


让 
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5()， 适 合 o(<5G)<2o(0 (0<t<m， 函 数 育 (o)E [wl]s, 在 
[o, 于] 下 ,户外 = 二- 茵 5(29): 并 有 
| (ooosnedz>1 | ow (Be)singdo. 
我 们 还 要 证 明 (人 ) 的 存在 . 函数 


S00 = snp [2 oe) + a ow)} 


是 四 的 就 是 说 ， 480 +a < 0<t<#r<n 时 成 立 . 


56) (>0) 的 几何 意义 是 直线 段 TE oo G605)) 上 的 点 (1, 9) 
的 y 对 于 0<m<t<zs<<w 的 最 大 值 ， 由 是 可 知 5(#) 是 向 上 是 的 (四 
函数 ), 并且 小 于 或 等 于 (人 我 们 见 到 


(全 )<o(t[ 名]+t)<o0)+[ 鱼 2 人 二 2 二 tu 全， 


从 而 (m2) /oli) <1 oes) /a()<< 妆 二， 当 #>0 时 ， 着 不 6 一 
ADP Wi 1 和 9 适合 


W(t) = ey) 十 二 ao 人 oo)， 0<m<f< vn. 
由 是 
wD 0 一 上 t—wi .2 Sa vis 9 
wt{t) 0 Wa — 1 es t (Ta —w1) < 


这 入 我们 寻 立 了 (50220 

。 最 后 我 们 还 要 指出 ， 定 理 中 的 于 二 bu< 工 是 不 可 以 缩 成 工 十 se < 
b<I(e>0) 的 。 这 就 是 说 ,ao 的 与 (2 一 3)o(f) (0<8< 1 之 间 ， 不- 
定 存在 五 的 ， 例如 在 区 间 0<t<:z 和 于 Ca 了 世 <t< 王 上 分 别 等 
家 


Li 各 一 人 
4r ”4 44 


的 连续 函数 o 人 为 (0<t<m)， 当 整数 和 >2 时 ， 
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从 这 个 (加 作 成 的 (人), 在 区 间 ;st< 革 上 ,成 立 着 


rmt 一 2 
0) 0D + mTD: 


由 是 , 在 点 4 一 下 Ce 二 也 ，5 人 的 /wo 人 之 值 等 于 ， 


(+ m2 MV.1 
十 至 (人 二 机 “4 m—1"* 


取 r 很 大 , 接近 于 2， 定 理 证 明 完 毕 。 
系 设 fl2) € [wjz, 则 仿 [ 凡 的 部 分 入 本 月 适合 于 


go D-H et -oo(§)). 


事实 上 ， 
1 | 
sin [nm 十 可 上 寺 。 
兽人 训 一 信子 oogmt 十 1 sinn 
amt 1 2te 
2 2 
1 四 
-二 nwt (让 a (# (Om. 
积分 


.eto[ 生 时- 加 je 


2 


-二 六 fett) coomtds 
+ f(t0(- 喜 + O89) )sinnt 


的 绝对 信 小 于 二 0s(Eo1z)+0(Cs([w]D) =0( (二)). 
利用 定理 1 我 们 对 于 [olz 中 函数 户 作出 Ve- So 乃 1 的 
准确 估计 . \ 


识 


- 43476 


第 六 章 官 理 埃 系数 
定理 2 sup |f(o) ~S,(%, 用 | 一 -号 4logn jo 2 ) onsat 
[证 明 】 置 和 ~ 更 -十 2， 我 们 证 明 
S.C, f) —F 2) ls 


En/21—2 


-| [f(t + (tl sinmiat|, 


+0(2(#)) 


从 定理 1 的 系 ,我 们 见 到 


”由 于 


DAC 力 一 Fo 和 
oA) 
| +o oa) 


其 中 的 积分 等 于 Jo 十 卫 寺 … 二 了 [so] 1 十 7 这 里 


.=| 42f(o) 2 df (一 0)， 


7 上 |- A (WE 
% {]-， 4 


ns<2f oo en es 
< (二) oo() 
| 27 下 至 可 


<2) 0 二 二 -oo 人 


- 工 n 2 a 


WS re EE 


Rn 
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T= Tt Tt I , 


上 % 1 “人 性 
Bf sinntat, 


i 和 1 aR - . 人 
到 ZR TI) a a (w)sin nt dt, 


m=, pe Jsin mia, 


所 以 
So, f) —f (2) ls 
-天 | 训 傍 | | +o(e() 
现在 从 
hs (ea 出 | 
十 上 F (cz 一 sinntdt|,} 
“Ao()). 

得 到 , 

(=0(0()) 
又 因 


es 1 |, 
中 的 积分 等 于 


| [0) | dr, 


故 置 Dr) em 上- (2) = 7 4A? 


， 的话, 我们 见 到 


BD) If 一代 f(o) lit | 元 


下 县 用 


<20(7) 十 2 Ry 
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因此 
oa 
[I% es 到 (时 sj 名 (可 一 人 dv 
otie) 
AAS 本 
-0( (a)) 4(4 二 也 ) 
ee) 
遂 近 等 式 简化 为 z 
lrc 一 So 万] 
"| a a ,+o(o(#)). 
: 这 是 与 证 明 开始 的 等 式 相同 的 . 
现在 估计 
(| f(sin nias ,= | 
我 们 得 到 . 
bf C2) — Sn Ce, f) ls 
"oH ery, 


十 je | | 


< 二 ]og "| 1 (gmsaro( oF)). 
我 们 还 要 研究 spl 一 5.(7) le(fE [ol 的 “下 服 "， 训 是 说, 必须 
证 明 和 > 地 ， 当 (所 具 有 向 上 贴 的 性 质 时 ， 如 一 1 
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首先 假设 o( 攻 上 其 有 凸 性 ， i 设 % 是 一 正 整 


数 ， 
fu (2) =0 (-=<s<0， 2 和 亚 <z<m)， 


7.@- -二 车 (和 - 凤 (<o< 生 ) 
falw+2m) 一刻 (四 
理 - | 是 一 增加 的 正 


由 于 wz) 在 [0, 到 | 上 是 凸 的 , 所 以 fw) 在 [0 
值 函 数 , 不 难 证 明 , 当 0<t< 元 时 ， 


L471=8) fee 
4 人 


假如 元 st 那 末 
147o C0) = 4sfo lo 1 =o(E). 


因此 fx)€ [oo] z。 
由 定理 1 与 定理 2, 我 们 见 到 


(Ff (2) 一 名 {%, fo)! . 
-了 | 全、 Th " {folotd tf sinntad| 


+0(o(#)) 
由 于 (0) =0 (2€(0, 县 )), 所 以 上 式 中 的 积分 ， 
2) = fas+t) sinnt ds, 
in) -J fw tainntat 
分 别 在 区 间 [ 一 Me+t1， 一 Ap-1] ，[Ax, hs+3] 外 等 于 零 ， 由 是 
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|S,{%, ff.) 一 六 (CT 
[rn/2]— 


= > To| + 了 


+o(o( 元 )) 
5 Se 5 Pm+1(®) bs 
= A) 


-P+(PD+O(w(=)). 


[mn/21]—8 


吝 让 el) | 


2 


由 于 
fm) lar< ln) =0(Eo (3)), 
”所 以 


(ns2]—2 1 


> | hn ls) + hanlo) lado= Ow (FE)). 


2 %=1 MM 


其 中 的 积分 , 咯 事 计算 , 等 于 


| A 
Nm 


[sama o( 澡 3 )sintdt, 


从 而 
明 - 二 L enl oa 人 (这 人 )sintatt0( (三)). 
同样 可 证 | 
z (@ 一 二 Were( 舍 )sntarto(o(). 
由 是 


ts JI- 电路 ey)) 


这 是 证 明了 , 当 必 (具有 向 上 凸 的 性 质 时 , , 一 1， 
本 般 的 情况 ， oo 全 不 一 定 是 向 上 目的 ， 二 四 在 向 上 轴 的 要 


~ 
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2 <oG)， 由 是 f(t) € [elz, | 


-Se 用 [> 人 -Se 
-于 "5( 关 jantarole 人 区 ) 


> ,0(E) tatc(o(#)), 
这 就 证 明 9, 之 于 ， 定 再 证 半 . 


对 于 可 积 阔 数 的 共 罗 机 数 ， 用 类 亿 的 方法 ， 别 尔 先 晓 夫 建 立 了 如 下 
的 

定理 号 设 w(t) 是 满足 条 件 w( 妨 /iEL(0, mh) 的 连续 模 ， 则 在 
[ojz 于 成 立 善 


Sup 17(z) 一 (os FE 
0 ven| a 他)sinidt+ 名 arolo (#)), 


这 里 二 <9,<1, 区 同 [ 孔 , 1] 不 可 以 缩短 . 
【证 明 】 首先 证 明 Solw, f) 一 了 (2) 1 等 于 


to {4/2]—1 才 
| 去- 色 2 


21 一 


{f(t fot} cogntas 


ri ft) fe a ro (3)). 


置 
1 - 
gD yt) 一 一 (“ten), 
2 要 一 .. 
2 
-| f (v4t)g()oountat, 
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2 一 | {f(tD)g0) 一 fo+ i+) 十 至) cognt dt, 
我 们 见 到 : 
lIl<lsgW ho(E, fF)+1F (O16 (ZE, 9). 


由 于 y(t) 是 有 界 ， 所 以 1 一 0( 避 ( 工 ))， 由 是 利用 wl/tEL， 从 


了 
Bo 1) -Flo) = 二 | {fet -fo— a 


2gin 可 


= 二 人 etd fe) ee ot 
起 | {fst eo 


+ | fet -fo—t)} g(t eoantdt 
得 到 
8 . 万 -Co)1 


-二 | {fet -flo— 站 -em 2 a| +o( +0( 0 (2)). 
注意 着 积分 


、 | et, 
ze {f (ot —f (ot)} -0 at 
-ED ed Lg 
分 别 满足 


We (j=1, 2), 
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zl < f(t) —f (5— -lao ()). 


我 们 见 到 
1 (2) i EE JIi+ T+ Tet T+ 


-+Id+0(o( 1)), 
这 里 的 了 是 证 明 最 初 的 等 式 中 的 -也 卫 与 一 个 积分 的 和 ， 因 此 必须 
证 明 Te~O(o (过 ))， 现在 


1 [Im 


i [ A )} 扩 | -a 


Tl SC atas - 2) 


k=1l 


-f(«— ee 外 ) i oomeg| 


, 1 
Is 一 本 


I met % 


BE pA rh [eo tom )| rt 


-0(o(#). 
这 样 , 我 们 建立 了 证 明 开 始 的 等 式 . 
从 证 明 开始 的 等 式 ; 我 们 得 到 IF (0) ~8, (2, 力 | 关于 feE [ols 的 
土 界 不 大 于 
Zu (kt 


1 [mw/2]—1 nn 
tls Aero 
2+) 


| | YE tel | 


的 上 限 加 上 


人 Fo) dl 名 : 
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Sp IF (20) 8, (%, fF)1 


Berf oS) sat $f roo(#)) 
现在 假设 的 是 向 上 凸 前 , 那 末 我 们 能 证 
| 了 (co) 一 总 人， 并 
~ Benf ao(E)niat lf 2 ao(o(L)). 
事实 上 , 当 wE[0, 2 ] 时 , f(z) ~0， 因此, 函数 


- 2k+2s 、 


[sn/2]—i 各 nn 
9(2) 一 > | fo s+ oonidt 


当 ?EE[ 一 笃 [ 生 | 一 委 ] 时 ,其 值 等 于 堆 ， 又 车 
ze[ 冬 , 笠 (1+ [3])], wo -0, 
[n/a]—1 本 ta) 
(一 总 EFT) a foals—t)oosnt dt, 
又 设 
DT) = -| fot) flo 0 


则 当 zE[ 一 芝 ， 喷 | 时 ,p(o) 一 0. 
利用 证 明 开始 的 等 式 , 我 们 见 到 
1f6 (2) 一 心 ,(z， fo)| | eo 
-wr tle ON + D+ lt+o(o(#)). 
利用 定理 2 的 证 明 中 有 有 关 (o 和 人) 的 处 理 方法 ,得 到 


OIC 2 go 2 人 )sintod, 
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由 于 8 人 (O 一 一 -全 w( 亚 -2n) (ze (0, 2 守 )), 所 以 在 区 间 | jo, 至 ] 
上 ,， 记 (是 单调 增加 的 正 值 函数 , 从 而 , 2E [一 x 2] 的 话 , # 的 函数 
flott) fale-t) 
在 区 间 0<t< -直上 ,不 变 其 符号 ， 由 于 
[4 (DN os), 
所 以 sto) | 等 于 


2 [fo (s+ -| daw 人 W200) a 


总 结 起 来 得 到 
上 (Ce 一 外 


| ~ Sognf o( 尝 )sin tat+t 二 El al) 2 attO(o 3)). 
对 于 任意 的 (tj)， 利 用 wb( 引 6(t) <2w() 的 向 上 上 同 的 6( 驴 ,与 
前 同样 可 以 证 明 .> 三 . 证 明 完 毕 . 


注意 , 等 式 右 端的 最 初 两 项 ,第 一 项 售 有 iogaf。o( 中)antab 第 


二 项 全 有 [名 从 di， 究竟 哪 个 是 主 项 ， 殊 未 一 定 ， 例 如 当 o( 有 一 二 
0<ae1l 时 ， 


oo],( 半 ) yma Mee, 
Tr a 
若 w 人 ~ (og1 了 (iog log 地) ) , 岗 存 在 如 下 的 常数 4 和 万， 
: frrer> 40mge) < : 


log | w ( 世 ) sintat< Bl(log log mn}, 


ek 


te 
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B、 几 种 具有 特殊 系 数 的 三 角 级 数 及 其 应 用 
当 g(w) EL(-00, co 时， 
3 We 
由 富 弱 尼 的 定理 ( 陈 建 功 < 实 函数 论 ;， 第 六 章 84, 定理 名 ,级 数 
呈 1g(o+2pm) | 宰 收 化 ， 轩 (人 一 训 g(w+24m)， 则 当 n>co 时 ， 
Gu(z) 概 收 敏 于 一 个 可 积 函 数 G(2)，G (z+27)=G()。 设 G(O) ~ 
corr, 则 


c= lm 二 | itn) dd lim 3 i 


{v2 
| gl )e de 
ed pF 
可 YW) eo dr, 


一 般 地 说 , 当 积 分 - 


趟 | gv)e dy 


在 某 种 意义 上 存在 时 ， 其 值 称 为 9(w) 的 富 理 埃 变换 ， 这 是 y 的 函数 
7Y(9y), 一 oe<y 达 oo。 在 这 里 的 情况 , G (2) 的 富 理 埃 系数 5 是 gt4) 的 
富 理 埃 变换 7(Y) 在 y=» 的 值 . 

”现在 建立 普 阿 松 公式 ， 假 如 g(z) 在 (一 co， co) 上 是 厂 可 积 并 且 是 
有 界 变 差 , 那 末 普 阿 松 的 系数 总 和 公式 


> gf(28or) 一 之 立 | gw) de 
成 立 ,这 里 右 端 的 和 是 Hm > 


事实 上 , 记 以 一 |” ”|ag(w)1， 设 在 (2hr，(26 寺 2)w) 中 , 和 是 
gw+24m) 的 一 个 绝对 收敛 点 , 则 当 =E (2%rr，(28 十 2)w) 时 ， 
Ig(w+2hr) 一 9(co 十 28m) | vs, 
由 于 开 加 <co, 所 以 级 数 卫 |g(e 十 28m) | 在 (25m，(25 十 2)z) 中 义 作 ， 
”G(w) = 卫 g(z 十 28z) 是 有 界 变 差 . 由 若 当 的 政 伍 定理 , 知 等 式 成 立 ， 
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利用 这 个 结果 , 我 们 证 明 
定理 1 设 0<a<1, 则 当 0<e<z 时， 


S00 SD Sh =T(1— dein “++0(D), 


v=1 


3 Sinve =T (Un)co 号 me .ai OD. 


而 首 末 项 的 0(D 是 具有 任意 阶 有 界 导 要 的 机 娄 
-o>0), 9g"(2) 一 0(w<0), 则 双 数 


g(2) = (2) ~— ee ， "Was (2hr<o< (2h+2)r) 
满足 普 阿 松 公 式 的 要 求 , 这 里 
Ga-lim| 字 +2tm 一 于 -| 9D 
|e 
y(z) 一 Lim no 二 | gr(o)erpegz (p= +l, +2, …)。 
由 是 , 当 0<w 之 2% 时 ， 
VB,{w) 
=lim nF 本 (gz 十 2mr)“ 开 十 … 吓 (z+ Qn ) "1— 2 一 时. 
利用 表达 式 
2 -| dt (0<a<l), 
我 们 能 证 
: oo) = 及 + 
于 多。(w) 的 表达 式 ,除去 2 +， 航 限 是 均匀 的 ; 因此 , 除去 一 = 
句 有 界 部 分 0(D， ee 


od) (—x<z<0), 
Wi | 2 Tc) (0<z<m)， 
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由 是 ,从 
于 {pe(o) 二 本 .(2)} 一 名 vcosvzcos 噬 ， 
王 代 。 (2) 一 更 。(z)} 一 D>"sinvosin 祭 ， 
以 及 TI mr (1 一 a) 一 m/sin wa, 得 到 所 要 的 结果 . 
利用 轨 s(z2), 可 以 定义 沙 数 了 了 (2) 的 a 次 (a 积分 ， 当 
f (0) ~E oe™, co 一 0 
时 ， 定义 一 
fal2) ~ 
“为 f(z) 的 a 次 伐 伊 尔 积分 . 写 着 


We So 
P(t) 一 之 (én)® = 6 3 


i 


那 末 ee 
CF (0)) fo) =—E| FO Veet)d, 
我 们 见 到 ?名 一 0, 当 m0 时 ， 


?to 一 (4 一 一 | 名 | -ex 和 (Briasgnn), 


(D2008 PF DP +2sin 中 六 ns 
容易 明白 ，((f(2))o) so 一 (f(z))ars 当 a>0, 8>0 时 成 立 ， 当 0<a 
<<1] 时 , 记 
(FD)) SF (0)) eo, 

这 是 “a 阶 ” 的 导 函 数 。 现在 将 fa(2) 写 成 另 一 种 形式 ， 由 于 co 一 0， 所 
以 | 


二 |- 7 一 直下 ax 一 办 硼 一 lm fl2— Dt 2) dt 


“7( zt) 
-TO fA dt, 
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从 而 


fa) Tt fo cz， 


这 是 在 |” f(D)dt 一 0 的 基础 上 定义 的 ， 写 着 


IT(@) VaR) 一 92z 十 Ta( 二 大 (o)， 
我 们 得 到 


f= Ot FOralo et, 


在 区 间 (0, 2x) 上 , 末 项 所 表示 的 沙 数 ， 具有 任意 次 有 界 的 导 函 数 . 
非 整数 次 的 导 函 数 和 积分 对 于 讨论 Lipa 的 函数 族 有 应 用 . 
5 定理 2 (i) 设 0<a<1, 8>0， 则 当 了 (cz) ELipw a 十 B<l 时， 
fo(z)ELipla 二 B)， 假 如 f (2)E€ Lip%, 那 末 f1_a(z) 是 亚 光 滑 的 , 就 
是 说 : 
fialoth) tfiels—h) —2f1-a(s) = Oh). 
Gi) 最 0<y<a<d 则 当 f(D) ELipe 时 , (f(2))ELip(a 一 )， 
假如 f(z) 是 亚 光滑 的 , 那 末 (f (zz)) ELip 代 一 访 ， 
【证 明 】 (i) 设 f(2)€Lipa, a 二 8B<1, 则 当 正 数 关 足够 小 时 ， 


falwth) —falo) = A feltt oD) al))e 


1 


-| | i 
2 WG hatlarm Tv 。 


我 们 见 到 
本 -他 Odi {let 1+ le 
-or| al) leg) -or| #10t) . 
=O(h°+5), 


li<| O01tl") lp, (1468) 1at (0<0<1), 


2h< | < 


由 于 和 &D) =O(1 引 2， 所 以 从 上 式 得 到 
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ol Me 
=0(%]” fe+e-ads) = Oe). 


因此 fo(z 二 如 一 fo(z)==0(hr+3)， 这 就 证 明了 (i) 的 前 半 . 

当 了 lz) 是 有 界 时 ，f1(z) 是 亚 光 滑 的 . 现在 假设 0<.a<1， 要 从 
f(2) ELipa 导出 f1_alz) 的 亚 光滑 性 , 由 于 
: fastth) tf os —h) —2fs(2) 


一 元 | 1{f (Z 一 引 一 FoO) fs (十 及 +Ve(t—h)—2Po(t) at 


eB pak: 
I<| 
O(¥ | tte-at) =0(h), 


所 以 fa《w 汗 有 十 falw% 一 有 一 2fa(%) 一 04h) (的 证 明 完毕 . 
(i) 当 了 (2) ELipa, 0<Y<a 时 ,我 们 证 朋 


fs) (Fo) 
是 存在 的 . 设 媚 是 了 的 积分 , 那 末 
fis(D) = EFS) -Fo DD 


Oil OR Bt Ohad 


2hc|t cw 


-7 da 

右 端 的 导数 

a AC A OL 

是 存在 的 。 事实 上 ,这 个 积分 绝对 地 多 但 因此 
Oe mA 


成 立 , 左 端 才 示 (7(a))%， 箱 写 4 一 /Ka 十 1 一 芒 一 Fc 二 内 一 Ge 一 中 二 
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了 (oz)， 我 们 兄 到 4 ots®), 并 且 4=0(%")， 


(Fst WM— (fm))™ 


工作 
| 融 - (t) dat 


~} od a |, OLD 
-0Gr)， 
因此 (f(z))mE Lip(a~7), 
0 由 于 


hit es 


CS 


O11) Flo- 六 di 


9908 


| Sis(t) -GS Plr—t)at, 


OD a O04 一 训 于， 
两 个 积分 所 表示 的 务 数 是 共 孝 的 ， 所 以 只 要 证 明 末 项 具有 导数 属于 
Lip(1 一 y), 就 得 到 (7(z))mELip(1 一 7) 我们 见 到 


| | Se- 的 各- tdt 
具有 导数 
g(o)= 冯 | {fet) -fe) YS 0) ds 
工 fr ) 
= 二 |" bald) Cas, 
因此 


ge 二 月 十 g(z 一 同一 2g(a) = 过 | 品 -r()49t， 
这 里 四 EE , 
A $eralt) + Boalt) —2¢aCt), AO0(), 4=0(h). 

由 是 z 
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| Be) dat=E | OC)att i Ot dt 
-O77). 
从 而 仿 [g] 的 费 耶 平均 on(z, 9) 满足 gC2) 一 ow(z, 9) 一 Ow117)， 由 


$5 中 的 引 理 3， gr) Sp 即 Cf(2))WELip(1 一 y)。 证明 
完毕 ， 


系 ”将 定理 2 中 的 Lip 改 为 lip， “要 光滑 政 为 “光滑 ， 一 切 所 述 
结果 仍 成 立 . 


定理 2 中 的 函数 是 属于 Lipa 函数 族 的 ， 现在 进 一 步 讨 论 了 (0， 
2m) 中 的 函数 的 非 整 数 次 积分 的 李 普 希 兹 性 质 ， 


.定理 3 设 1<p<co，f(e)E 五 (0, 2z)， 则 当 “el(5, +1) 
时 , f-(o) ELip(a— 二 ). 


【证 明 ]】， 闭 p=1, 则 (Cz) ECss， 从 定理 2 的 (i)( 系 ), 当 0<B6 
所 1] 时 ，(f1 aeElipB, 或 是 falw) Elipla 一 1) 和 <a<2)， 假 如 B=1， 
那 末 (fi)1 是 一 光滑 聘 数 ， Se 


现在 假设 p 之 i. 当 1<a<1+ 三 时 ， 与 前 同样 ， 所 要 的 结果 可 以 
从 定理 2 0)( 系 ) 导 出 由 是 只 要 讨论 亏 <a<d 的 情况 . 由 于 


ar| flo+h) -flo) | = fo) {alt Bal) at | 


<(| {f(D 四 (人 | 到 et 十 因 一 更 <( 昌 | 2 0 


的 右 端 第 一 个 因子 无 关于 如 所 以 只 要 证 明 末了 这 个 因子 是 O(N 下). 
我 们 见 到 


eer -Pre 
-0(| ,att I T+ [GOT 


Es Le dt)= We 


~ 


pe 加 
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一 Er p/m ynN . 
| [Batth) —Pat) | rT do 0(23 工 _ 了 at) 


人 3 于 生 


OM 


从 而 | 人 z 十 太一 亡 (1=O0 2。 证 毕 - 

我 们 要 问 ， 很 如 4,，5,《m 二 0, 1 …) 是 连续 函数 的 窜 理 奖 系数 ， 
是 否 一 定 存在 小 于 2 的 ppP(f) 使 级 数 瑟 (lol? 十 151?) 收敛 ? 这 里 
我 们 利用 哈 戴 - 立 脱 尔 伍德 的 级 数 


再 Fo 6 o) ~ Senern en 
来 解决 这 个 问题 . 
首先 建立 凡 赛 匡 普 (van der Corput) 的 引 理 . 
引 理 1 设 P(wW)~e%, TB a, BD) =| FO) dw, 
S(E; a, 0) = 和 ,Fm, DF a; 6) =I(F; a, 8)—S(F; a, 5), 
则 当 了 '(w) 具有 单调 性 而 不 小 于 正 数 (或 不 大 于 负数 一 A) 时 ，| 了 CF; 
a, )1< 半 ,假如 产 () 之 p>0( 或 是 1"(w) < 一 p<0), 那 末 [T(E; a 


), 


5)1<4p 了， 又 车 |f'1< 汉 , 那 末 |DCf; m )1 小 于 一 个 绝对 常数 4 
在 这 个 情况 ,18 (Fo, 纺 ]< [2 二 | 户 的 一 PoD(4+< 产 ). 
” ”证 明 】 应 用 第 二 中 值 定理 于 工 (Ri o DD) =| Py 
的 实 部 和 虚 部 ， 我 们 兄 到 |I| < 入 < 却 . 
不 妨 假 设 户 (x) >P( 否 则 以 一 了 代 力 ， 当 闻 人 在 (o, 六 不 政变 和 
号 时 , 比方 说 户 () 之 0, 我 们 见 到 


FPF Wd) > yo (eo<r<D. 
因此 | 
HG e DI II @, DI HIG 7, Dl< (~0) + ry. 


取 适 当 的 y, 可 得 |I(P; a, 5)1<2p 六 ， 假 如 f"(W) 在 (4, 妨 中 有 变 导 
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点 C6, 那 末 


HG @, 下 [二 1IGP a, ON + (I o, DI<2-20 ?4p t. 

假如 4 和 5 都 不 是 整数 ，z> [a], 5 之 [5]， 那 末 取 阶梯 函数 小 (ww) 
使 在 任 一 整数 点 m, 具有 1 的 “ 嘱 进 ”, 在 相 邻 两 整数 间 取 常数 值 ， 我 们 
见 到 . 


S(F; o 5) =|" Pap (eo), 
取 由 GD) = 四 十 到 ,wo 一同 x(t) 一 w 一 [wu] 一 千 , 那 末 


DCF; a, BD)—| Plu)dx(W), Cutl)=7x(w), 


- 欧 了 (ww) 关 于 x(w) 积 分 施行 分 部 积分 ,得 到 
DE; 人 Gy 60) ++I(F'x: 有 5) 1l<1, 


从 等 式 “= 访 号 (0<w<2w), 我们 得 到 


nm 


这 个 级 数 的 部 分 和 是 均匀 有 界 ， 由 是 
Te 0, 0)=~ 久 二 | smanmu， F'(w du 


i a 也 
x(W) = 一 六 ha 


a 1 (Ww) tf (dd)—n™ 
| ar 》 


3] 全 二 到 

| Fn Ce2mttf } 小 
因数 万 站 (二 者 是 音调 的 ,利用 第 二 中 信 定 到 ,级 数 第 项 的 绝对 信 
小 于 2 /mn(m 一 去 三 此 ,级 数 绝对 的 色 化 .由 是 I(F"x ,3) 的 绝 
对 值 小 于 一 个 绝对 常数 ， 从 而 D(a，5) 的 绝对 值 小 于 一 个 绝对 常数 
万 ,假如 4> [a] 和 8> [8] 两 者 至 少 有 一 个 不 成 立 , 那 来 
1D(E; a, b) | <2+|D(E,; ga, 8— 0)1<2+8- 上 4, 
引 理 工 证 毕 . 


雹 4 
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最 后 我 们 信 计 (CF; 4, 了 )， 假 设 了"Qw) 之 p。 如果 存 在 适合 于 
站 (as)=p 一 到 的 点 那 末 写 着 Po(w) 二 ot)-99， 在 (ap，apyi) 中 ， 
1f (Ww — pl < 二 假如 [&， 切中 存在 or， rrl， …，ovrs， 那 未 
六 (五 ; og，cp+1) 一 S(F,; Oy, p+1) 
一 工 (如 pi opy Cgrz) 一 DlF, Op, ps1) 
的 绝对 值 小 于 th. 此 数 也 是 SC(F;a, ar) 和 和 SCF; orys, 5) 的 上 
界 、 由 是 
IS(F; a, W|I<IS(F, a, oD) 1+ “+IS(F, ore, 6)| 
<(T3+A) +2). 
由 于 s+2 一 所 (arss) 一 六 (on) +2,， 所 以 引 理 1 的 证 明 完毕 l 
引 理 号 设 2>0， 0O<a<l, 则 当 0< 和 zs 生 2x 时 ,级 数 HL(a, 6; 四 ) 


飞 伍 于 Jipa 中 的 一 个 阔 数 . 
【证 明 】 首先 证 明 级 数 五 生 (0，ci 2) 的 部 分 入,(2) 一 O(Vn). 


事实 上 ， 函数 .Fo 一 二 (eu logwtww) 的 导数 六 (Ww) 一 (etotelogw) 


是 4 的 增加 函数 ， 设 v 是 一 整数 , v 之 0， 则 由 引 理 1, 当 2*<N<2"14 
时 ， 


省 


|S(B; 27, 9") | O28” (GC 只 与 c 有 关系 )， 
[Ss (oD) | <1L+ISCE; 1,2)| +18CF;,2, 和 | 十 … 十 18CP 2", N)| 


<1+0(++. 2 ) CO SON - 
由 是 瑟 Z(a, o %) 的 最 初 玉 项 之 和 等 于 : 
3 S,(m) by B® Fy (oN -< > Op .二 二 OUN-e)， 
当 帮 ->co 时 , 色 伍 于 一 个 函数 四 (2)， 设 大 >0, 则 
$e(o+h) -$ele) = ef 8 (0)} dr 
这 里 ; 
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Ta .Ns 
= 全 {Ss+h) 一 Su(z)d 2 。 


级 数 的 第 v 项 等 于 00 下 如 - 科 一 Oo-:-a)， 从 而 
bh DO) 0). 
;> 


了 上 项 等 于 MBY(z 二 9) do ,而 Sy(w) 是 有 DC-1， 
c; 他 的 部 分 和 , 它 等 于 O(N?)， 册 是 
hh= 部 Oop 3 一 On)， 
， 
和 ka)ELipe 的 证 明 完 毕 
实际 上 , 级 数 加 (z) (a>0) 本 身 还 不 能 解决 我 们 的 问题 , 只 是 对 于 
. $e(%) 所 用 的 解析 方法 , 可 利用 它 来 解决 问题 的 。 我 们 证 明 
定理 生 设 co>0, 8>1, 级 数 总 Ooto, 6)er* 义 伊 于 一 连续 函数 ， 
但 当 p<2 时 , 王 10.(c，AP) ?发散 。 这 里 
Ce B) =n (logn) -etn, 
【十 明 】 现在 z 


So (e, B)e™ 


、 


一 5, (2) A(n Ylogn) 3) + Sr(w) NECogN)-e 
过 O(n ln EClogn)-s) +O(log N)™, 


由 于 有 > 了 所 以 时 0,(e, 8)aw 均匀 收敛 于 连续 函数 ， 但 是 , 当 p<2 


讨 , |O,Ce, 8B) 1 一 m £ (Yogn) -4, 级 数 二 10.(ec,，8) |? 发散 ， 证 明 完 毕 ， 


| nse se-1T (1— BB) oxp{ -二 m8) 


我 们 称 右 端 为 并 w-4em 的 和 的 主要 部 分 . 对 于 具有 适当 性 质 的 实 函 数 
5(w) ,我 们 可 以 求 得 全 n-5(n)em 的 和 的 主要 部 分 


“Fr: 
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定理 号 设 0<B8<1， 对 于 任何 正 数 6， 假 如 5(w)w 单调 增加 ， 
5(ww-* 单调 减少 , 那 末 当 2-> 十 0 时 ,级 数 


Sbln)e 
的 和 具有 主要 部 分 9-1B( 寺 (1 一 8)o 有 
【证 明 】 设 8,= nsinng, gu DL 8(n)nresinnay 则 因 
& -Oo( 了 二 二 ) )， TD,— Bb sin ng, 
我 们 见 到 , 当 、 sg 过 1 时 ， 
[Ta | <b (C607) (B21)* (B01) 1 = 


-J 一 5 二 Ja- (0% 1) eb). 

大 定 正 数 8, 我们 证 明 Him (862-1)/5(w-) 1， 当 1<h< 荆 时 ， 
bz (bzro-s3( 工 )( 开 )， 王 )< 2 人 ( 工 )< (I) 
中 之 杀人 之 ) > 二 过) 区 (之 )> 2 二)> 8( 二 ) 


由 是 


令 z-> 二 0， 再 令 -0, 就 得 到 is) 由 同样 可 证 此 结果 当 < 
h<1 时 成 立 ， 由 是 可 知 
| oiebl(e) A hy 
其 次 考虑 部- 局 nosinne 和 T= 习 ma) sinnz， 显 然 
过 人 


Sa=0O(6m37+), 
Ts es ON ee gin yu, 
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[Te] = ols( 去 ) (Bw2) "wae1 } =0(8)3(T)e, 
最 后 讨论 
6.—, ,ninne, 


T= YI nb(n)sinne. 


Er 


写 着 
T= b(2 二) 六 re > .focn) (1) nesinng 
-6( 宫 )Ss+ [sr- en Sd ,oCn) — -5 人 (二 ) o( 1 
由 于 尽 一 (T(1 一 B) cos -+ (6) )ze-a(z-> 十 0)， 其 中 的 (8), 当 6 足 
够 小 时 ,其 绝对 值 可 并 且 了 ;的 未 项 等 于 
o8( 二 ))0( 库 ) =oe3( 专 )) 
所 以 
A RR (4)Hra- 8) cos 8. 
+ (8) +oCD) +008)+00870)), 
从 而 得 到 
Bb)sinnese tT (1—B) oos pe v(T). 
疗 样 可 得 | 
. Dnsb(n)eosnoame -1b(T )PG- 6)sim -一 


两 者 相 并 , 就 得 到 定理 所 述 的 结果 . 
我 们 仔细 检查 定理 5 的 证 明 ， 估 计 


Ts=0(8") BT )o! 
当 B>0 时 就 成 立 ,不 必 有 p<1 的 限制 当 8<2 时 ， . 
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EAB< 邓 nAnw= 0 (6-898-1), 
nadrl | 


T0089)2 -0(2). 
Ps 可 仍 其 旧 , 因 此 得 到 
系 1 设 0<B8<2, 则 当 2> 十 0 时， 
Sn-sb(n)sinno~ wT (1— Byoog “8 Bo(i 三 ) 


成 立 ,但 荆 (1 一 B)cos-S 当 一 1 时 ,其 值 是 邱 ;5(w) 是 满足 定理 5 
中 条 件 的 函数 . 
“对 于 余 芯 级 数 mn-eg (nm)eosnz, 成 立 着 


系 全 设 b(w) 满 足 定理 5 中 的 条 件 , 则 当 号 妈 中 发散 时 ， 


3 二 Re 5 (o>+0), 
假如 了 -ay 一 co, 那 末 
AL te (e+0). 


【证 明 】 写 着 
5 Ln) -2 A 


Hur 名 


一 5) 人 (圭一 Cos nw) 一 2 LY. 一 一 一 009 NT, 


划 志 全 1 Pa 名 

由 于 
区 圭一 cosnm)<< 末 咀 (m) 吉 ， 

所 以 等 式 右 端 第 一 项 小 于 互 二 区 到 )a 二 多 二) 

假如 器 卫 一 eo, 那 末 
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Eb)n-n tr conw— (EE)w0d] Dwr oogng|) 
-jeoco-oeG) 
假如 盖 tn) 一 <， 那 末 仍然 
,Eb noone=0(T). 
总 而 言 之 , 不 管 史 - 尼 以 是 发 散 或 收 化 我 们 得 到 
rE) 


因此 系 和 
(1) 当 忆 2004= co 时 ， 


忆 vs 本 b 只 )- 人 全 ) 
(站 )》 当 马 bn)ori<ce 时 ， 
“| 他 有 2 全 )- 50 全) 
设 三 >， 则 
[ae0 李 > 人 20 台 =a 全 各 -aa 
由 于 可 以 很 大 ,所 以 


s(#) -of ss) 
(4)-of-c a). 


?Ca (1, 2 …) 是 单调 减少 的 , 从 而 得 到 


了 iA) Bn) _ Bntl) 
a 名 | # et n 锡 十 工 


RT 


同样 可 证 
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0< 二 -全 2 时 <8D。 
出 是 可 知 , 当 nn->-+0 时 ， 
人 Co 一 全 n-1D (n) 


有 一 定 的 极限 ， 这 就 完成 了 (i) 的 证 月 . 现在 还 要 完成 (让) 的 证 明 . 设 


”整数 廊 适 合 久 < 工 <W+1 则 


是 —1 一 工 一 工 
人 BOO Dn a < (bc 


系 2 的 证 明 已 毕 . 
系 仿 当 w->+0 时 ; 
cos4d _m 1 Mn rp ~ 1 
on 完 F Se ; 2 logn ~ w log 二 - 


这 些 结果 是 包含 在 下 面 的 系 4 中 . 

系 4 当 w>+0 时 , 设 纪 十 又 设 导数 "(uw) (w>0) 是 负 
的 ,对 于 任 一 正 数 e(e<1) ,函数 一 如 +8' (是 单调 增加 的 ， 一 呈 -B 人 
是 单调 减少 的 、 在 这 个 情况 , 当 w > 十 0 时 ， 

ooosmee— i), 520)sinnzs 工 3 ( 盖 ) 


(证 明 】 由 于 了 bo)ooena= 卫 49) Di(o) 一 二 | 
Sb)=0O0D, |S4don)eosnz| <E—Abn) =0(1), 
所 以 
b(n)cosnz=(2 培 他) Edbn)sin ne OD. 

将 系 1 在 868=1 的 情况 , 取 mw-15(n) 为 46 (lw), 我 们 只 要 检查 ，(1°) 
ee 时 , nttsdb(n) 关 于 % 蚌 增加 的 ; (2") CEhw) 之 O(w) 当 F< 
< 二 时 成 立 , 但 Ow) ==w{5(w) 一 5b(w+1)}, 就 能 得 到 于 5(w)cosmns 的 
主要 部 分 ， 由 于 0GD) 一 wb'(w), 所 以 由 51(w) 的 性 质 得 到 (2")， 又 
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因 一 go 当 0<e< 工 时 ,是 单调 减少 的 , 故 必 一 5'(n) 是 单调 减少 . 
因此 5Cw) 是 一 同 函 数 ，45(m) 了， 由 中 值 定理 以 及 一 2 Go 的 单调 
增加 性 , 我们 见 到 


bln)—bnt1) _ b(nt0) <(*tie) 
Blnt1i)—omnt2) bint0+1) 十 引 ” 


这 里 0<0<1。 有 端 小 于 (人 和 上 ) ,从 而 得 到 (1°); 


化 
ntitedb ln) < nt1)itdo nt 1). 


我 们 证 明了 里 5(n)cosma 守 一 叶 去 六 ( 池 ). 
现在 讨论 号 b(n)sinnz， 由 于 On) =n4b(m), 所 以 
Zn)sinng—(2 te 了 Ce (1 00s nw) +O(D). 


oa 
Tl 


利用 系 2, 并 且 注意 到 | ?CCw)du 等 于 


| ~{b(u) pr) pds(1). 


证 明 完 毕 . 

下 面 是 定理 8 的 一 种 逆 命 题 . 

定理 各 设 1(o) 在 任 一 区 间 0<m<xz< 上 是 有 界 变 差 , 当 s>>0 
时 , x5 (Cw) 和 48(z) 分别 是 单调 增 和 和 单调 减少 ， 设 0<B<1, 0<w 
TT | 
bo ~ Da Cosmer, bv Se~ bsinne, 
则 

和 


【证 明 】 当 3(2) 二 1 时, ow+ 记 ,等 于 
2 £-Bpttn 2s -2 二 1-6et af. 
人 三 0 
由 于 
ja TG -Boxp{ 委 i(1~ B)}, 
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所 以 此 时 
多 -全 we 一 02 -区 


在 一 般 的 情况 ， 由 于 58(%) 在 [m, x] (7>0 上 是 有 界 变 差 , 我 们 见 
到 


和 


,| 
7 We | 和 一 疗 int 
oil 一 二 (| +| + Db (tom: ds 


站 
的 第 一 个 积分 的 实 部 和 虚 部 分 别 等 于 
fa (1) fe O08 nf df= o((£) s(2)) fee C0s nt 
-0 训 ) 纹 二 ). 
第 三 个 积分 是 
| i dt~0{ (an)% ( 吉 ) | Se nidt ] 
-ee 
主要 部 分 是 第 二 个 积分 , 它 可 以 写成 
[ef a) smarra( 4) see na. 
利用 定理 5 的 证 法 ,上 式 等 于 
cnc (二 寺中 十 2n4- (二 jrea= 一 B)s 2 ， 
这 是 因为 8 可 以 很 小 之 故 。 总 结 起 来 , 我 们 得 到 
ne (TT) TB) {e+0(D)}. 


Gn dD = 
TT 


证 明 完 毕 . 
利用 定理 6, 我 们 就 能 估计 大 级 数 


Pls) Fa, al2) 一 (7 了 ~ a, Br 
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的 系数 (a; 45，B)。 这 里 5>2, 8 是 实数 .由 于 
工 aa Ne- 
pre(+RFaoa 人 -TOOg 25) 二 
一 了 cie(k2)， 
所 以 我 们 就 获得 等 式 
ma— 1; &, 8B).=a(o; Cd; A)n_1t Blo:; ， —1+B)s1, 
下 面 称 这 个 等 式 为 有 关 Fo a(2) 的 系数 等 式 . 
天 设 4 之 2, 8 是 任 一 实数 , 则 当 < 不 是 负 整数 的 实数 时 ， 


} 


(人 好 Bus Fra (8) } 
假如 a 是 一 负 的 整数 , 那 末 
(0 &, B)n(— DoT (al) Bre (logn)e. 
【证 明 】 第 一 式 当 a (任意 的 8) 时 成 立 的 话 , 从 系数 等 式 得 到 


(a— 4, a, 3 (log my4 + rf rs en":| 
~ Fy de")® 


这 就 是 说 ,第 一 式 当 a 时 成 立 的 话 , 当 a 一 1 时 也 成 立 ， 因 此 , 假如 我 们 
证 得 第 一 式 在 ~1<a<0 的 情况 成 立 , 那 未 对 于 非 整数 的 一 负数 , 第 一 
式 成 立 ， 另 一 方面 ， 第 一 式 当 a(c> [adl) 时 成 立 的 话 ， 有 从 Feri.e(2) 一 
(1L 一 2) -+6,a(2) 得 到 


CE (logr) (1+0(D)) 


~ (logm)2 (a>—1). 
因此 ,假如 第 一 式 当 一 1<a<0 时 成 立 , 那 末 它 对 于 一 切 非 整数 的 正 数 
也 都 成 立 . 
现在 证 明 当 一 1<a<0 时 的 第 一 式 ， 当 0<m<"” < 时 ,由 定理 6 
的 证 明 , 均匀 地 成 立 着 


. 0 人 Coo ml dy = O(n 6 ( 亏 )) 2 


8， 几 和 神 具 有 特殊 系数 的 三 角 级 数 及 其 应 用 


假如 和 (42) 在 [0, mw] 上 是 有 界 变 差 , 那 示 从 定理 6 以 及 它 的 证 明 , 我 们 得 
到 | 
CVC EY bn 
的 系数 是 
gr ne (TroOrG-B) mm 2. 
设 2 一 re 则 也 (z) =0( lz log| | )(w—»0) 关于 0<r<1 是 
均匀 的 ， 由 于 Re((e')) 等 于 


1 


- 条 一 代 
(wo) atl) Pe ee 
| log 豆 es 可 


它 的 中 间 的 因子 {…} 具有 定理 6 中 5(@) 的 性 质 , cos{…} 是 一 有 界 变 
差 的 函数 , 所 以 ReCP(eia)) 具 有 8(z)N(z)axi 的 形式 ， 
Re(F(e®)) 一 全 (0 G，B)ncos90。 
从 而 
(am a, B)s -2 2 (一 Oor(log 内 。 
= 8). 
当 wa> [ol 时, 我们 已 经 证 明了 (0 6, 8)a~nr(logn)?/T(1+0). 
”假如 证 得 (0; wa B)w= (log m)2 那 末 当 [0] 一 a 时 ,上 式 也 成 立 . 
现在 从 Fo, a(2) 一 五 -1, gl2) FE 1 (2 得 到 


一 普 *0 


(0; 6, 8), 一 岛 (于 08)(- 面 0),， 


-名 (3 Di 8), (- 坪 ) ,= > 2 
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这 里 0<6< 己 ， 


(3 GE 到 月 ， -06 0ogm “总 (一 3), 
—O(V 9)(logn)®, 


(~ Bi 0， 8), (= 去).， 


ey 六 -时 
] 


-dog 放生 一 这 (一 去 ) (一 去) 
= (logn)s{1+O(CY 6)}: 
总 结 起 来 , 我 们 得 到 
(0; a, B),= (logn) {1+0(MD)}. 
由 于 9 可 以 很 小 , 所 以 第 一 式 当 a=0 时 成 立 ， 因 此 , 只 要 a 不 是 负 整 
数 ,第 一 式 总 成 立 . 
由 于 %( 一 1; o 8),=B(0; a, 8 一 1), ,B010gn) es, 所 以 第 二 式 
当 a= 一 1 时 成 立 ，. 假 如 第 二 式 当 负 整 数 a 时 成 立 , 那 末 
na—1; &, B)s—ala; @, Bs 1+B(o; 4, 8- 
~(—1)T (lal+1)n{B (logn) 1— B80(logn) 分 
(—1)°T'(lal lin’B (logn)®, 
因此 第 二 式 当 a 一 1 时 也 成 立 ， 由 是 第 二 式 当 任何 负 骆 数 x 时 成 立 , 
定理 证 明 完 毕 。 


第 七 章 


三 角 多 项 式 的 还 近 论 


1. 周期 连续 函数 的 通 近 问题 
设 瑟 (w) (wu>0) 是 一 音调 增加 的 连续 函数 , 5(0) ==0, $B(o0) 二 oo. 
当 多 (f(zw)) 属 于 工 (a@, 引 时 ， 记 f(z) E Lela, 53). 设 p(w (w>0) 和 
由 (0) (之 0) 是 一 对 相互 为 着 的 连续 增加 函数 ，&%(0) 一 沙 (0) 一 0， 那 末 
成 立 着 杨 格 的 不 等 式 
ob< 4 dut {blo)ao (a>0, $>0) 
(参见 著者 < 实 画 数论 >)， 记 
Sl0) =f pla, py) =) a. 


假如 对 于 适合 | 多 (9())dy<1 的 g( 扩 ,积分 了 (2)g(D 二 的 绝对 什 
具有 上 界 ， 那 末 称 此 上 界 jf (z)|。 为 F(z) 的 古 范 数 ， 此 时 记 /(z) E 
五 (a, 5)， 这 个 范 数 的 定义 比较 “间接 ", 我 们 对 于 特殊 的 空间 ,直接 定 
义 范 数 于 下 : : 

在 Co 上 定义 |f (9) fo= maz [Fo 
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在 五 (0, 3) 上 ,定义 Ifol 一 [去 | bolrde] . 

在 这 里 我 们 只 讨论 以 2 为 周期 的 周期 函数 ， 了 5(0，2z) 代表 Con 
或 是 Lp(0, 2m) 等 西数 族 , 如 (2) 代表 阶 数 不 高 于 ?的 三 角 多 项 式 ， 因 
此 , 当 Ls(0, 2m) 一 COav 时 ， 

fo) omax lf (0) | ~{f (0) lo 


当 殴 (0 2w) = Ls(0, 2m) 时 ,False= Lf (0) 1s. 设 f (2) EL (0, 2m), 
称 8(f, 吉 o 一 [f(z) 一 如 (2) 1 为 1(2) 与 如 (2) 的 距离 ， 国 定 正 整数 久 
将 名 (2) 变 动 ， 称 8( 了 ,如 )s 的 下 界 为 在 (0, 2m) 中 下 (w) 对 于 阶 数 不 
高 于 % 的 刀 (z) 的 最 佳明 近 , 记 它 做 加 (了 )s， 妞 (])。 等 ， 我 们 见 到 

刀 ,( 了 )oinf f(z) 一 (| (固定 四， 


定理 1 若 f(%) ECow 则 对 于 人 尾 一 正 允 数 % 必 有 如 (2 适合 
EB,(f)e= |f (8) 一 加 (2 
而 名 [万 的 费 耶 平均 0m (2) 志 om(2%, 力 适 合 
1 0) 一 2 (2) + oni(t) foe<4E,(f)n. 


假如 |F(o) 一 on fo, 力 |o=o( 寺 )(o->co)， 那 末 7(e) 是 一 常数 ， 

【证 明 】 设 evJ0. 对 于 sw 存在 姑 v*(2) ( 阶 数 不 高 于 % 的 三 角 多 
项 式 ) 适 合 

Lf (2) ts (0) lo<e,t+ Blf)e. 

由 于 加 v(z) (v 一 4，2,…) 是 均匀 有 界 ,所 以 它们 译 少 有 一 个 极限 多 
项 式 刀 (vw)， 因 此 二 (0) 一 和 (se)1os 如 (7)c; 这 里 的 不 等 号 是 不 成 立 
的 . 

置 7(z) = 加 (o) 十 p(o)， 则 |p(e)lo 一 到 (AP)o。 对 于 人 [万 和 人 fa] 
的 部 分 和 以 及 费 耶 平均 , 我 们 分 别 写 做 Ss(%, f), Sn(z, p), on(z, 了 )， 
on(w, Pp) 。 写 着 Sk (2 了 ) 一 加 (地 一 人 Up (和 ) (Fn), 我 们 见 到 

Sn (%, 了 有 二 和 的 十 二 
或 是 
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旬 十 办 中 
7 Cn -1(2; f) D On 天) 


一 如 (2) 三 2 Omip-1(%, PD) -om p). 


置 P 一 n 左 端 za-a(2) 王 202 (2 太一 oa 了 了) 是 一 个 2n 一 1 阶 
《可 能 阶 数 小 于 2n 一 4) 的 多 项 式 , 右 端 末了 两 项 之 和 的 绝对 值 不 大 于 
3B,(f)o。 由 是 
|f C2) — ran 22) lo [Ff (8) ~—in (8) |o+8E,(f)o=4E,(f)o, 
设 f(2) 和 ~ 也 0rerr, 则 当 nw> 时， 


| tf 四 -mo fe dr 由 Iie, 


很 如 了 一 co=o( 二) 那 末 当 18|>>0 时 ，| 旭 aa =o(D; 从 而 ow 一 0， 
六 (2) sto。 
定理 证 毕 . 
前 章 $5 的 引 理 8 说 , 当 1<p<oo, 0<a<1l 时 , f(z) ELip(o p) 
的 充 要 条 件 是 1f(2) 一 ca(2 有 上 p=0(w*)， 关 于 2 一 co，D= 工 以 及 
a 一 1 的 各 种 情况 ,未 有 论述 , 我 们 首先 证 明 : 
定理 2 假如 ow(w, 了 ) 一 Fo) -0( 寺 ), 那 玉 了 (2) ELipl; 后 者 
也 包含 前 者 . 前 者 是 f (z) 具有 亚 光滑 性 的 充分 条 件 . f(z) ELipa(0< 
a<1) 的 充 要 条 件 是 : 
ou(o, f) —f (2) = On). 
【证明 】 首先 证 明 o。 一 /一 0(n-!) 等 价 于 了 ELip1, 写 着 /一 ou 人 (有 
一 gw 那 末 从 gn 一 O(n- 直 得 到 onlgn) 一 On-!)。 由 是 
on[f] —f ~ {onl0s(f)) —on(f)}+ {on(gn) —g} 
=0u(0n(f)) —0n(f) +O(n-D). 


左 端 也 是 O(n。 一 般 地 说 , 二 一 auto) 一 一 守则 因此， 从 上 式 


十 
得 到 
名 (万 一 0 人 二 ， 
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由 是 gs(Z 十 及 有 一 Fn(%, 有 ) 一 O00 及) 均匀 地 成 立 ， 或 是 说 函数 列 
{Sn(w, 亡 } 均 匀 地 属于 Lip 从 而 7(%) ELip1. 
现在 要 从 六 (z) ELip1 导出 on[ 有 一 f 一 0(w!，), 只 要 人 队 了 ELip1 
导出 全 [ 及 一 了 =00m!) 好 了 (交换 了 卫 与 天 )， 由 于 
| 于 


(用 一) Tt f(D) a 
-+f 


rt fo orn (2) ") uo(3) 


所 以 , 写 着 (一 [sin(n-Dw(2 sin 泽 ) du 我 们 只 要 估计 


-zy {[-8C (etd) -f(D)] 
+ plat) + (e180). 
利用 第 二 中 值 定理 ， Wi 


i 
0 ) re a) 


将 了 -On-9) 与 了 = 0(o-) 相 并 ,就 获得 
Fly, f) —F (8) —0(nD). 
定理 2 的 第 一 部 分 已 经 证 明 完毕 其次， 从 on(%, 有) 一 (2) = 
0(n1) 导出 f(z) 的 亚 光 滑 性 、 简 写 cn(z) =o0nlz, 有， 那 林 
f (0) =0s(2) 上 (oa(z) 一 oa(o)) 十 … 十 (am(a2) 一 cars(o)) 十 
此 级 数 的 第 项 ww(2) 一 cz(z) 一 co:(z) 是 阶 数 不 高 于 2 的 三 角 多 项 
式 , 它 均匀 地 等 于 0(2-")， 为 了 要 导出 (2) 的 亚 光滑 性 , 我 们 不 妨 假 


sin(n++1)tat =0(1/nt,). 


因此 ， 
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设 Ua (w) =0, 因此 
w+ + wo—h) 一 27 {%) 


{Ww (2 十 为) 十 oa 人 (和 一 为) —2w, (2)} 


-+ 六 ， 
这 里 有 >0, 2-7 一 < 3-st， 当 内 > 克 时 ， 
(e+h) un (ob) —2u lo) | <4max|ua (2) | = 0(2-"), 
从 测 


六 tn (e+ hb) + wn (wh) — Qu (0)} 
~0(S2")-0(2*) -0(). 


对 于 六 的 估计 ,我们 利用 将 于 下 文 建立 的 贝 因 斯 坦 定理 ， 
(0) {<2 max |b (2) |, 
由 于 
(es (ET h) 一 2 人 十 Tt( 爷 一 殉 ) 一 如 fo) 
hfe (vi+6p) ws—0h)} 
(ACEN Od 
的 绝对 值 不 大 于 | : 
8p2. 2 max | (8) | 一 j22n0(1) = 0 (h) hn, 
所 以 
fu 人 e+ 月 十 iu(z 一 有 一 2u(o)} ~ O00. 


总 结 起 来 , 我 们 得 到 
fsth) tf sh) —2f(%) =0(), 
这 就 证 明了 jw) 的 亚 光滑 性 . - 
这 个 证 明 的 方法 也 可 利用 它 来 从 oa(f) 一 f= Om ) (0<a<l) 
导出 f(2) ELipa. 当 mn< 时 ,我 们 利用 贝 轧 斯 坦 的 定理 


训 (et 有 一 (0)} = 访 坟 C26W) (0<0,<)， 
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由 于 加 (z 十 及 一 如 (2) 的 绝对 值 不 大 于 2max|w%(w) |, 所 以 
f (ot) 一 f(z) 一 h 训 O00- +0( 训 2 
= hO (DOA) + O(N) = OCR). 

从 on(2) 一 f(z) 的 积分 趁 达 式 ,容易 队 了 (% 二 如一 f (2) 一 (ii) 得 
到 O(n) 的 估计 ， 

定理 2 证 明 完毕 . 我 们 还 要 证 明 

贝 轧 斯 坦 的 定理 。” 当 阶 数 不 高 于 % 的 三 角 多 项 式 刀 (2) 的 最 大 绝 
对 值 是 到 时 ，| 名 (2) | 所 2nZM， 

【证 明 】 设 D,(t) 与 及 ,(t) 分 别 表示 狱 里 克 莱 核 与 费 耶 核 , 我 们 
见 到 3 | 上 上 

fo) -过 |。 ht) D0— 人 dd, Le) = -二 | (十 人 下 (人 

由 于 


-D0) Phsinb, 
ey St sin (2n—b)i=2nsinnt RK ,1(t), 
所 以 了 
RO 2 ta (ot) sinnt Es(t)os 
2nM [on 
的 绝对 值 名 (o) | < 字 汪 | “下 。 (Dt 一 2n 收 ， 证 明 完 毕 . 


对 于 如 (a) NE f(z), 相应 于 贝 恩 斯 坦 不 等 式 , 有 
发 (@) | <2n max |t(2)|. | 


这 是 赛 干 (Szeg5) 在 ,1928 年 得 到 的 . 类 似 于 上 述 ,只 要 注意 到 
(2) -二 | 5 上 有 承认 


~ 荆 be hcosdt) at 
=- 二 | (2+) [hcoshit Fh cos(2n—b)t} dt 


-|” (T+E)oognt RK, 1 (t)at 
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就 可 完成 赛 于 不 等 式 的 证 明 ， 
利用 敏 可 夫 斯 基 不 等 式 于 如 (wz) 和 机 (2) 的 表达 式 , 我 们 得 到 
[#2) |p <2n lt (2 (p>1), 
Fh (2) 2< 2 入 (2 
这 是 尼 可 里 斯 基 的 不 等 式 . 

当 ELsz(0, i Ci， f)s = ee Bh) —f (wm |s 未 几 满足 
但 是 , 为 便利 起 见 , 我 们 称 w(%, 了 )。 0 Ls - 2 中 的 连续 模 . 
定理 3 假如 f(z) 具有 天 次 有 界 导 函数 产 "(o) (>0)，, 那 末 

Bf Ow ( TE, F) mr 
常数 Oi 只 与 有 关系 ， 
【证 明 】 设 作 [ 力 = 台 4,(xz), 我 们 首先 利用 等 式 
lim 工人 ft BA) (wm>0) 
建立 
E,(f)o=O(n™), 
这 里 的 如 表示: 当 w = [oJ 时, 末 项 4.(2) 乘 以 豆 ， 假 如 阶梯 应 数 
z=p(y) 当 z= [2] 时 ,有 号 度 4,(w), 那 末 
E40) =| ob), 


| 4 ($) daw’ = | 到 Ga -= pa (四 一 2 ) A,(2), 
我 们 得 到 等 式 


本 
gin? = ot ; 
[f+ d= (1 )4,(0), 
设 @=2m( 侦 数 ), 则 得 
Cam (2) 一 二 | 7 (z+#) St dt. 


因此 , 设 
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Tam_1 (0) 一 2oan ao) —om_1(2), h(E) = glint—sin? 5, 
则 因 
[esind)s ge wom i(o) | fet Rs 
我 们 得 到 
RC 
函数 互 so(D) 16) /ia (0<t<oo) 是 有 界 , h(t) 也 是 有 界 , 从 而 
豆 :(O) 一 | Holw du (0<i<00) 


也 是 有 界 ,并 且 
H(t) =0() (i>00), 
、 事实 上 ,当代 >t 时, 积分 


1 fr 1 
全 Eco- 二 | hd = | (cost— cos 2t)at 


的 绝对 值 小 于 号 革 2、 由 于 


2 和 的 一 全 中 GD ap 
下 2: 偶数 )， 
土 (sint 一 2-?sin 2;)” (pp; 琳 数 )， 


所 以 
H(t) = 一 生地- 一 31 乌 纪 一 
p11 加 + (p+1)! | hy 斑 
两 边 施行 积分 , 我 们 见 到 
Hs Hi(w du 0 ). 
同样 ， 


HD) = | Hal 0 (p=3, 本 ……)， 


+， 有 周期 连续 函数 的 逼近 问题 
另 一 上 方面, 我 们 要 证 如 5(0) = Hs (0) 一 …=0， 写 着 rm {2) 一 
Tin CT, t), 那 末 ， 当 m 之 1 时 ， 


ramilo, D ~ | Daim1, 


> i : 
Tom—1(F, O08 Hw) = 人 一 一 


mY 
置 w=0, 则 得 
OL 全 人 reos Holt) d=1, 
从 第 二 个 等 式 , 我 们 见 到 
| 一 C08 H(i) + 二 sm H(t) dt=—1, 


Cos (w+ i at = cogy, 


[一 sin 二 Ha(t) ] + -os Halt)at™0, 
Jeos Hs) d=0. 
将 一 so， 得 到 


[a (tdi=0 


同样 可 证 
Hs(0) Ss 


从 上 面 所 得 的 zam_1(2) 一 F(z) 的 积分 表达 式 , 施行 分 部 积分 , 我 们 


见 到 
MO? 2) {7*(z+ 去 ) 


十 (一 Doye (o£) HD 
这 里 的 整数 p 志 .由 是 ， Wa 我 们 得 到 
[ra 人 
只 而 也 -soGu5, 也 [moop-9， 号 
hE les, 


7 Tam-1(%) —f (2) 一 
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我 们 得 到 
B(f)o< 委 max|f%(o)1. 
设 3>0， 刀 (四 是 7(z) 的 积分 ， 人 
妃 从 = 其 | fle+Dd&= 基 | 7 
FF(s+6)— Fw— 6d) 
26 


是 以 2 为 周期 的 周期 画 数 , 《fs)' 一 《fs 函数 9(2) 一 fo) 一 fo) 的 
最 大 绝对 信 不 大 于 


二 | If (s+ —f (0) lds od, f)o, 


并 且 
lg (2) |= | 2) —f P| ee, fo)o. 
由 于 
pH Fmt) — fe— 0) 
Pm) 1 -e+ 


< 击 %(28, 了")a < 了 0(8, fm)o 
所 以 从 避 (f)c<<En(fo)ot+ 也 ,(g)c 得 到 


Bf)o< max! fp ?(o)| + 名 maxlg™(e)| 


< 去 [全 + 入], 7 


置 8 一 工 , 就 得 到 所 要 的 结果 ,定理 证 毕 . 
定理 么 ” 切 如 7(z) 是 亚 光滑 的 , 那 末 
ja) 一 2owa(a 力 二 ov 1) —0(). 
假如 fo(z) (4 之 0) 是 亚 光滑 的 , 那 末 为 (Po 一 Co. 
【证 明 】 设 户 (z) 的 动 点 平均 (fs(2))s 一 Jaa(z) 与 了 (ze) 相差 是 
ym): 
f (2) =faal®) +g(2), 
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那 末 当 fo (2) 共有 亚 光 滑 性 时 ,成立 着 

| 78t9(z)| = |f (+ 26) a at —2f™(%)| < 雷公 
这 里 用 之 | 中 (z 十 们 十 fCw 一 作 一 2f 吕 (2) |/2t， 由 于 463fas(%) 等 于 

ls few) auav= | f(tt) (28— 1t1)at 

一 上 fett) +f (0—t)} (298), 

所 以 ; 
go) — -Br Fett Yo)} (2 -td 


ck) 1 {% 中 1 
[gw 0s) [< 3 | MiC28 DM, 


从 而 
Bf) < Blfm) + Bg) < Anram-**(2) -HM+ A 


设 3 一 二 ,就 得 到 BB(f)~O(n-14)， 
当 EF=0 时， Ef) =00n 1)., 由 和 定理 1, 
[fF (2) —20% 1(0) +on(a) lo<4B,(f) = 0(T). 
定理 证 明 完 毕 . 
现在 将 定理 2 拓 广 成 如 下 的 形式 , 它 也 是 定理 3 和 定理 的 “ 道 ” 
定理 S 设 轧 (f) os<More< (0<a<1) (4 是 0 或 是 正 整 数 )， 
那 末 z 
fet 有 一 J 中 (w)|<BoMihl* (Bs 只 与 a 有 关系 )， 
假如 妃 ()o< Morz- 那 末 
je 十 有 二 f(z 一 有 一 2f%(z)|<OMh (0 是 绝对 常数 )， 
ot HC) 8 Mhlog 3 (Oh). 
[证明]】 设 他 一 加 (2)|o 一 吾 [ 门 ， 我 们 不 妨 假设 lw) 三 0， 置 
人 (2) 一 zas(2) 一 轨 ar:(2) (n= 2, 3, 0), 
则 了 (2) 一 T 了 (zs) 十 Talw) 十 …， 由 于 
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[Tg +h) — Tv) | LB (ff) SEAM E+", 
所 以 从 贝 恩 斯坦 定理 ,得 到 


[TH (wh) 一 Tm (v0) <3M 2 <- J 2-av， 
了 

总 i Te 2th) Co TD (2) | <h Smax [TED ‘w) | 

凡人 名 一 人 让 


AhNM Sd ion 
BM WN 
设 丸 适合 2 “<R<2 7 则 得 
| 十 则 一 no) SB (Bs 只 与 a 有 关系 ). 
当 加 (fo<Me 时， fot 有 fe 一 局 一 邓 人 a) 等于 


E+ +TY (0 —T, ® (2)} ~ 衬 + 马 


N= Ee 


由 中 值 定理 ， 


总 | 不 大 于 加 太 max|TP415(w)1, 其 第 项 小 于 
2h2 Bon (f) 加 (2°) kt 16Mh? 2 
从 而 | 立 | <16MN2Y<16 Mh， 其 次 ， 


2 
n= 二 1 


p31 2"<8M2 * <8Mbh. 
两 者 相 加 得 到 
(foot FR f(r) | <24Mh. 


在 同一 条 件 马 .[f]e<Mn-+* 下 ,我们 来 估计 f(z 有 一 f(4). 
我 们 已 经 证 明 


时 IPA 月 -人 1<8M2-<8M 
问题 是 在 估计 六 19 (z+ 肥 一 2 人)|， 它 小 于 公 基 壮 1= 雏 2 
因此 ， 当 < 土 时 ， 


(et -fo) 1< 扩 M+log 堵 }<8Mhlog 去 . 
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定理 5 证 毕 . 我 们 还 要 指出 ， 从 盏 (7)o<Morx 是 0 或 是 正 整 数 ) 
只 能 得 到 fo(z) 的 亚 光滑 性 , 它 不 含有 了 0(w) E 工 ip1， 举例 来 说 ， 
(oO) 一 三 Din og 2 (2— er) 


的 话 ， 了 (2) 一 2 CO5 2"%, 2 2 "eos 2"p 
2 时 ,我 们 见 到 
He 人 o) ~#(o) <， BFW)o<2 
因此 f(z2) 是 亚 光 滑 的 ， 由 于 fw) 的 富 理 埃 级 数 的 导 级 数 
一 Z sin 2%w 不 是 窗 理 埃 级 数 ,所 以 J%(z) ELip1. 
结合 定理 3 与 定理 5, 我 们 可 述 如 下 的 结果 : 


系 设 0<a<1, 了 (x) ELipx 的 充 要 条 件 是 BE,(f)o =0(n")， 
也 是 


和 和” 当下 委员 反 


f (wth tf oh) —2 2) O00). 
最 后 ,我们 从 了 (z) 的 性 质 导 出 共 因 函数 f(z) 的 属性 . 
定理 G 设 轧 (1)o=0(n-**)(% 是 09 或 是 正 整 数 , 0<a< 几 , 则 
7 了 wv) ELipa (FO()=J(z)). 假如 如 (了 )o=0(n-*)(% ~=0 或 
是 正 整数 ), 那 末 了 (wm) 具有 亚 光 滑 性 , 它 的 连续 模 


olt, Po=0(t log 工 )， 
【证 明 】 三 角 多 项 式 加 (o) 一 于 .6G 导 + 于 oos v(t 一 2)} 
的 共 虑 多 项 式 
和 (人 一 一 二 | DS sinv (te)dt 


二 


_ 人 的 CO8 六 (t ~ 1) 一 CD8 (+ 到) 一 9 


2 sin S(t—%) 


[BE(2) {< 210gn. max|t(2)|, 
Ei EE 
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因此 
| 至 (2) | <1log 2".max [ton (4) —tonn (8) | Sn MI, 


由 是 可 知 了 (2) 一 富 T,(2) 均 多 地 成 立 ， 不 但 如 此 , 并 且 均 名 地 成 立 荐 


Fp) 一 > Fn (wp), 
事实 上 ， 
(B02) | (2.2")* max| ,2) | <4Mn (2 ) 2 tem 


> [B® (w) | < 4M2° D2 "no. 


由 于 >t 时 ， 
了 (人 z 十 有 一 六 9(z) -Dt ELD (ct) TH (rm)} 


的 估计 ,可 以 仿照 定理 5 的 证 明 来 处 理 ,此 时 代替 贝 思 斯坦 不 等 式 而 四 
赛 干 不 等 式 ,所 以 了 (2z) ELipw。 同样, 当 a==1 时 , 得 到 所 要 的 结果 . 

簿 考虑 %=0 的 情况 . 因为 让 了 减 去 一 个 常数 ， 是 不 影响 EB,( 了 )o 
的 ,所 以 可 假设 作 [ 几 的 常数 项 等 于 堆 , 从 而 了 的 原 函 数 环 是 个 周期 函 
数 ， 应 用 定理 3、4 和 包 有 召 ,(F) 一 O(n-1“)， 于 是 ,由 刚 证 明 的 事实 
推 得 名 存在 ,而 且 当 0<a<1 时 , 也 ELipa; a=1 时 , 后 具 有 亚 光 滑 
性 ， 显 然 了 = 人 各， 定理 证 明 完毕 . 

结合 定理 6 与 定理 5 的 系 ;我 们 可 述 如 下 的 

系 1 当 0<a<1 时 ， fELipa 与 了 ELipa 或 是 都 成 立 , 或 是 都 
不 成 立 . 

这 个 结果 包含 在 下 述 系 2 中， 

系 吃 设 f(z) E02x, 则 有 绝对 常数 4 适合 


交 二 os<41 a [ualu, fo du. 
由 于 有 端的 二 重 积分 等 于 
上 t-1w(t, Podt+h[ i ws, fo 


末 项 J 了 (h) 当 有 >0 时 ,等 于 ol 了 ), 第 一 项 I( 有 ) 未 必 存 在 ;所 以 (2m) 未 . 
必 有 局 于 Car. 


Ph 


1， 阅 期 连续 函数 的 珊 近 问题 2 之 4 


【证 明 】 当 二 重 积分 不 存在 时 ， 系 2 是 无 聊 的 ， 因此， 我 们 假设 
tlw(t, f)o 在 [0,1] 上 可 以 积分 .这 样 我 们 得 到 了 的 勒 中 格 积分 表达 式 
工 f> (ez 十 办 SH at, 


TO 
从 而 
ede, et 
下 SE 
由 于 
-i Tt He) gs < 全 Tb <I, 
-2 2 女友 
Sr 2 < 去 区 (+I(G8 凡 < 和 TD， 
2h 29 二 二 
所 以 


Fot -Fo0)= -2 二 人 th) -fF 0)} 
1 工 

人 Qt 

| | 


1 一 盎 下 dt 
十 圭 {P(z 二 用 -xl 人 St = | 


OT), 
这 里 的 绝对 值 小 于 二 ， 第 一 项 的 绝对 值 小 于 


4 + ) | 


SI 


< 4， 人 Ri-2 (0) di < AsT (h), 


第 二 项 的 绝对 值 小 于 4sw(%)， 由 于 
wo 的 <ogoO 丰 二 df<27(h), 
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所 以 总 结 起 来 , 我 们 得 到 所 要 的 结果 : 
max| f(z+h) —f (2) [< Ah) + (As+ As)J (h). 


之、Z5(0, 2z) 中 的 函数 

首先 考虑 如 下 的 问题 : 当 三 角 狗 项 式 叙 列 {(2)} 色 敛 于 fw) 时 ， 
fo) EOa。 而 未 必 是 全 连续 ,假如 2 
GD 上 ro he) So 0 (nz00, p>1). 
在 怎样 铺 癌 下 ;能 断言 了 (2) 是 一 全 达 续 函数 ? 

定理 1 设 0<olo)(zzD，oo) | ， 六 ecoo:az< co。 假如 
(DD) 成立 , 那 末 
(2) of 了 ， os<4| oa (wz)cz 十 4 人 oo)wrxar。 

FF 

假如 (人 D 的 右 端 可 以 除 以 wr; 正 整 数 )， 那 来 f(z) 几乎 处 处 存在 ， 
afjeo zr 小 于 C2) 的 右 端 , 

这 是 奎 特 (E. 8. Quade) 的 定理 ( 丢 克 数学 杂志 第 三 着 ，1937)， 

【证 明 】 设 友人 (ze) 满足 (DD), Tw) =ton(2) 一 fora《z), 不 妨 假 设 
t2(2) 三 0, 从 而 

{fC ~ Tt Dt = {80) ton (2) pw) >0, 
设 27<t<2*， 则 


(2) HFCotD) fobs < IT) Ta) hs 
pA 
< Drow) +4 Bo(2") 
< | awkz)dz 十 4| 也 人 dv. 


从 而 得 到 


2. Lp(0, 2wm) 中 的 函数 .223 
2 
过、 op 
os, 用 js 反 | olo) dat 4) 2 do 
FF 


当 |o 一 名 人 | so (7 之 0) 成 立时 , 从 (2) 得 到 


[If® (w+t) 一 FoO(o) js dt > re cw (2°) 让- 


十 4 SY 2mra(2n)9-or 
R=N++1 
3 
均 4 cftz)Gw 十 十- wp) was, 
身 
到 


因此 , w(t, fm)s 不 大 于 最 后 两 项 的 和 . 至 于 foo(e) 的 几乎 处 处 存在 的 
理由 , 可 从 级 数 了 ZTC | gu 的 收 化 明白 一 一 它 的 和 不 大 于 
了 12 人 wj。 应 用 富 弱 尼 定理 而 知 卫 |T4Y(z)] 的 概 收敛 ,从 而 卫 Zo (x) 
概 收 化 ,其 和 等 价 于 fm"(o)， 定 理 证 毕 . 

定理 会 设 0<a<l, p>1， 假如 对 于 每 一 正 整数 %, 有 阶 数 不 超 
过 ?的 三 角 多 项 式 如 (四 适合 

[Ff (8) —t(2) l= OC), 
那 末 ELip(a, p)， 假 如 一 ,=0(w-)， 那 末 
wlt, f=0(tlog3). 
[证 明 】 在 0<a<1 的 情况 , 置 w(z) 一 w-*， 从 定理 工 得 到 
w(t, f),<A (tf act hh, oa ) =0(t). 


当 a 一 1 时 ,wb, 了 ), 一 0 (tlog 地 ) 也 可 以 从 定理 工 导 出. 
所 家 注意 的 是 17 一 5 一 OGe3) 不 含有 FEIip(l, Pp)， 例 如 
J(o) =—En ? eosmne 
的 话 , 从 


yO 最 -oo 
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和 | 一 hm00 但 是 , 当 有 >0 时 ， 
[Fe 十 如 —f (wh) l=2 (= p> ngin? oy 


a 


[LOD 


因此 ELip(l, 9 
现在 证 明定 理 2 具备 如 下 的 “ 逆 定 理 
定理 3 假如 了 EL,(0, 2w), 并 且 aw( 十 0, 用 ,一 0, 那 末 对 于 任 一 
. 正 整 数 % 有 阶 数 不 高 于 % 的 三 角 多 项 式 满足 
Lo -to) lo<Ao (2 f).. 
假如 了 具有 mE Za(0，2r)， 那 来 
BOA SLE 
[证 明 】 当 了 E Ls(0, 2m) 时 , 作 积分 
5(o) 一 于 | f (e+ 中 ei) 


这 里 工 -| (- 生 二) qt, n=2m 一 1， 这 个 积分 襄 (z) 是 阶 数 小 于 2 
的 三 角 多 项 式 (参见 伐 粹 - 普 山 (de la Vall6e-Poussin) 的 < 函数 带 近 论 >， 
1919, $ 35)， 置 

belt) —f (2+2) +F (0—24) —2f (w), 


则 得 
0) 一 Fo 一 子 | be (EE) (OE) a 
从 而 : 
to) fo) lo<f | 二)| (加 ow. 
由 于 


,< 入 入 <trDe( 吉 办 


mn \- 
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所 以 | 大 (一 fo) ns<4a (二 ，P ， 昌 然 , 当 n 为 偶数 时 ,此 关系 也 
成 立 . 
假如 fm"E 工 ,(0, 2x), 那 末 作 如 下 的 积分 


>» 


4(w)- 子 三 轴 ( 志 )( 狼 : ty ot 


这 里 曙 ( 有 ) 一 各 6。f(w+2-*24), 常数 C, 是 从 方程 组 
ya(0) =f 0), EO0) =H 0) = mp" [HD)(0) -0 


nt HI 
决定 ,了 .= (号 ) ”4 4(z) 是 阶 w 一 (2+[ 瑟 ])253] -1 
的 三 角 多 项 式 、 置 于 -人 =s() 一 上 (0) 十 由 (一 和 一 步 .(0), 我 们 见 到 
BPH) — BDO) = Lp) — (0) | 
+(—D'y (DD —y (0)]. 
因此 , 固定 正 数 丸 成 立 着 
[EP -ZH Oe | fo) ] 


Di 1)r 


+(-Dro(e- 芝 )-7 四 ]| 


—0(w (2 Fo) 
让 《o(26 f"),) 

plt) -人 人 人 {BH — -PO)} de dt sd ,ad 
所 以 以 

[pF < | 人 PP) -pls a a a dh 


上 | (人 (215 Fop) 0 人 


< 起 | | | o (2, Fm) Ou tray 


a ; Jo) -让 (Zu +1 Gadi 


1 
Th 9 
工 
0 


IC 


~ 

令 

ay 
er 
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现在 从 
0 -0 (EN) "a 
得 到 - 


DFO ) (SE 且 。 


IT27 了 

由 于 mw 一 (mw 十 人 )/2 (2+[ 全 外 所 以 上 式 建立 着 定理 中 的 结果 

系 ” 设 D3> 二 0<a<l, 假如 jc)ETLip(w Pp), 那 末 对 于 下 整数 
m% 有 阶 数 不 高 于 允 的 三 角 多 项 式 加 (z) 适 合 于 ja(o) 一 Po) 一 (or . 

【证 明 】 由 于 ww 全 了 ),=0(#*)， 所 以 这 是 定理 3 在 *=0 的 特殊 
情况 . 

现在 我 们 考虑 如 下 的 问题 ， 当 fE Ls(0, 2m) 时 , S[f] 的 部 分 和 
5,2) 三 5S,(z, 了 ) (mn 一 二 2 …) 具 有 怎 料 的 性 质 ? 首先 讨论 p=2 的 情 
祝 . Re | 
定理 和 设 f(z) EI,(0, 2m), 则 5,(z, 了 ) 二 of M1logn}, 画 数 


Si(o) =suplSo(m; f) (log n) | 


满足 1S3(2) < ANF C2). 
【证 明 】 首先 从 FE za 导出 So(2) =o(wV logn)， 设 入 是 大 于 1 
的 一 个 整数 , n(x) 是 专 取 整 数值 的 阶梯 函数 ,2<w%(o) 窒 属 。 置 


省 
log mw(2) Bh 


对 于 w 存在 mw(z) 适合 ， 
a | SC, f) (log m) “| SY NC) | Snce) Co, A1. | 
因此 ,假如 我 们 证 得 


| MIC Sn C%, f) < ANF Ce) ls 
那 未 , 令 -yco, 我 们 就 得 到 [Si(z)|a<41y(c)1:。 由 于 狄 里 克 莱 术 


2 


的 积分 | _1Duo (ze) aw 小 于 


| ANdz+|, Als|-1dr< A+AlogN, 
Is! < 六 Fr 


: . 2， 工 ,(0, 2w) 中 的 函数 ”227 
并 且 存在 %(z) 适合 2z[%(z)1:= 工 和 

| M$ C0) Su (0) d= 2rl VAC Sw (0) | 
《利用 许 瓦 兹 的 不 等 式 成 为 等 式 的 条 件 )， 所 以 写 着 


MAL) pl) 一 小 (7)， 
我 们 见 到 


0<| Sw Co) yo) do (0) {Ef Dru (eda 
-| far{Ef wo) Duw(o—t) dol 


<2l7(01s°)f we)Duo(e-5az|. 
我 们 要 证 末了 这 个 因子 小 于 一 个 绝对 常数 , 现在 考虑 它 的 平方 ; 
EC 


= 去 | 全 wwe Dust Duw yd) dody 


Cs | 人 C2) (9) Ds, y) {2 二 y) daz dy 


nl, y) =min (nm), n(y))), 
利用 去 lo] 所 于 (ww 十 攻 ), 上 记 的 积分 不 大 于 


3 (0) Deno- lao oy 


+4f wD I Duane—y) ldo oy 


< v2) Alogn(v) dr 


a : 
我 们 证 明了 SCw)1a<41F(w) 4。 由 是 可 知 辟 (2) 几乎 处 处 是 有 限 
的 ,或 是 

Slo, f) 0(V IER), 
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这 里 的 O 可 以 改进 为 0， 事实 上 ， 


lim sup 


La 


Sw, f) | 
~ lognm! 


Sx, f) | 区 
Vem nh 


置 左 端 为 S52.(2), 则 从 Sacl2) <S3(%) 得 到 1S2,<2) 上 2 志 有 41F{z)1s. 但 是 
假如 从 f(z) 减 去 一 个 三 角 多 项 式 tm(z)， 我 们 见 到 了 (2) 一 如 (zc) 的 
Saw) 与 (2) 的 Sas(z) 相同 , 因此 1Szs 42) 上 =0, Saw(z) 几乎 处 处 等 
于 0; S,(w; 户 =of(vlogm)， 

由 是 , 当 2=2 时 , 成 立 着 1 Si(z)j| <4o 7 假如 了 属于 
工 .(0, 2x), 比方 说 |f(w) | 区， 那 末 由 于 18(o, 六 | 和 4logm (n>1)， 
所 以 成 立 着 

1Sz(c)| -<4l7c)1<4， 

这 里 8S%(z) 一 sup1Sn(%, f)/logn|. 


要 证 |S C2) <<A4g|f(z) 当 1<p<2 时 成 立 , 我 们 还 要 引入 关于 
线性 运算 的 “ 凸 性 定理 ”, 这 个 定理 的 建立 , 依赖 于 复 变 函数 论 的 福 拉 葛 
曼 (Phragmén) 和 林 特 勒 夫 (Lindol5f) 的 定理 ， 设 了 (z) (2 一 %+y) 在 
闭 的 带 域 a<s<<8 上 是 有 界 的 而 且 是 连续 的 ,在 带 域 的 内 部 是 正则 的 . 
在 两 边 4 一 a 和 4% 一 B 上 ,假如 |f(z) | 志 攻 , 那 末 此 关系 在 带 域 的 内 部 也 
成 立 . 如 果 域 内 有 一 点 20=zo 十 iyola 达 wo 过 户 ) 能 使 | 了 (zo) | 一下， 那 末 
f(z) 是 一 个 常数 ， 从 福 拉 葛 曼 和 林 特 勒 夫 的 定理 , 我 们 可 以 导出 下 述 
“三 线 定理 ”， 设 在 闭 的 带 域 <z<B 上 的 连续 函数 j(z) 在 带 域 a<w 
< 8 上 是 正则 的 , 则 当 
{flat+iy) [< MM, If (B+iy) | <M 
时 ,成 立 着 | 站 CD) | < 4118 Ma 人 ES， 这 里 * 一 z 十 动 , a<w<B， 假 如 等 
“ 式 成 立 , 那 末 P(e) = Na: 1 和 FS， 事实 上 , 函数 
FF) 2 人 8 Mo 全 
当 w=a 以 及 4s 一 8 时 , |F(2)1<1. 
现 设 空间 及 中 定义 着 几 测 度 , 就 是 说 , 当 恕 CR 时 ; 4《 召 ) 可 以 存 
-在 (也 可 能 不 存在 )， 我 们 对 于 炙 可 测 函 数 户 定义 


| xp 


23，zz(0,，2r) 中 的 函 歼 。 22 多 


Bl- 人 (ay p>0). 


”篇 写 |F1, 一 ||s.s。 只 了 到 有 限 个 数值 的 函数 户 称 为 互 上 的 一 个 阶 稀 


函数 ， 设 8 是 鼠 上 -一切 阶梯 函数 记 成 之 集 ， 适合 lyl_a 一 工 的 人 中 
一 切 函 数 成 一 函数 族 8 ， 现 在 证 明 ， 
引 理 ” 设 2 关 二 则 
ls—sup || yau|. 
【证 明 】 由 未 耳 赛 (Hilder) 不 等 式 ， 


ssanl <(f il). 
函数 . 


~ 1 一 nF (fa 二 
[这 里 sgnf =- 伪 (fx0),sgn0~0] 


适合 lgol_a = 工 以 及 || ,ygoap | =(| fl? an) .证 毕 

设 两 个 空间 肪 与 Bs 中 , 分 别 定 义 着 六 和 ”测度 ,3 空间 上 的 画 
数 f, 由 线性 运算 TF 映照 到 Rs 中 的 函数 认 及 =T 了 fF。 线性 运算 的 意义 
是 : 当 qm 和 m 为 复数 时 , 等 式 

Pafit+aafa) 一 oa 方 ) 十 aa 了 (了 2) 
对 于 ,上 的 任何 两 个 函数 记 与 有 成立 设 9> 卫 p>1. 假如 
lalo< Mls 1 

对 于 为 = 了 (下) 常 成 立 , 那 末 我 们 称 了 是 (Pp, 9) 型 的 ， 满足 上 式 的 最 小 
常数 NM， 称 为 卫 的 范 数 ， 现 在 叙述 关于 线性 运算 的 

凸 性 定理 ，[M. 黎 斯 ,G. 0. 讨 林 (Thorin)]” 设 ,Rs 分别 是 
具有 如 > 测度 定义 的 有 度 空间 . 对 于 Bi 中 一 切 阶梯 函数 , 定义 着 线 


详 见 讨 条 在 隆 特 (Lnd) 大 学 的 学 位 论文 (1948) , 表现 是 “ 凸 性 定理 , 拓 广 了 黎 斯 和 
阿达 号 的 定理 并 有 应 用 ”1~57, . 
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性 运算 全 ， 设 ox, Ba, oo, Bs 都 是 [0, 切中 的 数 ， 根 如 是 ( 工 | 
型 也 是 (二 和 EL 那 末 当 a= (i -Datias, B= (li)Bt+tB;, 


0<t<1 时， A 亏 ) 型 如 果 
[TF Ml, NT MF, 
那 末 
TF < M0. 
【证明 】 固定 设 Ba 上 的 阶梯 函数 g 适合 lgl 2 ~=1 的 全 体 为 
Si, 那 末 . | 
nly sop ||, TF:9o|. 
假设 | ~ 对 于 一 定 的 7 和 置 T- | 。 Tf"gdv. 于 
f=|fle*, g= |gle®, 
引入 函数 五 .一 fi Ei (a>0), (= |gl ee A (8<1), 
(2) = | TE, Gody, 
Ra 
我 们 见 到 丐 ( 芒 = 工 阶梯 函数 了 的 值 ca cs，… 是 两 两 相 异 的 ， 写 着 
G 一 1o|e， 设 在 台所 如: 上, 了 取代 6， 又 设 x 是 五 /的 特征 沙 数 ， 我 
们 网 到 
了 ,一 也 
同样 可 以 写 出 Gs 出 于 TF。 Fowlol Ty 所 以 王 (z) 的 形式 是 有 
限 个 指数 函数 o (ce>0) 的 线性 组 合 , 系数 都 是 常数 , 从 而 更 (2) 在 闭 的 
带 域 0<z<1 上 是 有 界 的 . 
” 设 z 是 一 纯 虚 数 , 则 
| 更 (人 2) | ITF,N + “|G i < MB zr.. 
最 后 两 个 因子 ， 分 别 等 于 入 


i We A Ee hss 


一 已 


1 x 
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从 而 1 多 (2)1 志 z==0)， 同样 , 当 w=1 时 ，| 甸 (2)| 所 对 。， 由 三 线 定 
理 ， . 

(TI= 1001 < MM. | 
从 而 [71 ~smplIl 满足 [TF < MI MI; 。 证 明 完 毕 。 

定理 号 设 i<p<2, 则 当 f(z) EZa(0，2) 时 ， 

Sw, f) = 0 {(logn) 1, 

并 且 函 数 


Sl, f) (log | 
清 足 18;(c)|,< oly(c) 假如 p>2， 屠 末 甫 数 
Sw, f) (log "| 


满足 1S;(w js417(z) tw 4 是 绝对 常数 . 
【证 明 】 当 了 之 2 时 ， 


SY (v2) 一 sup 


ep 


S52) = sup 


Se, f) (ogn) | 
之 能 满足 1S;(c)| <41/(z)1。 是 可 以 利用 四 性 定理 明白 的 . 事实 上 ， 
后 者 当 隐 一 2 时 成 立 ( 定 理 入 ， 当 2 一 十 co 时 也 成 立 ; |f(z)| 1 的 话 
有 绝对 常数 4 适合 18,(2) | <4 log mw (n>1). 
g~Tf=Sxs (0, f)/logn(o) (1<n()<N) 
关于 dp~logm(w)dw 的 范 数 lg 当 g 一 2 以 及 4g~oo 时 ,满足 
: | 本 : 
{f yh og rao) < rer), 
” 设 4=max(4s, 4-), 则 由 线性 运算 的 凸 性 定理 ， 上 式 当 2<g<oo. 时 
也 成 立 , 由 是 我 们 证 得 18;(z)1 < .47(W|。(2<p 二 co), 但 是 还 有 ma) 
< 的 限制 . 令 W->co, 则 无 限制 地 成 立 着 这 个 结果 . 
我 们 还 要 证 明 ; 当 1<p<2 时 ， | 站 


Sow, f) (log nm) J 


Ss(2) 一 so 


err 
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适合 182(z) js4jy(z)l。 并 且 Sa, 亡 =o(Gogm 坟 ， 

首先 对 于 震级 数 来 引入 相应 的 定理 . 设 了 是 了 的 共 思 画 数 ， 则 
了 = 下 十 证 的 到 [ZI] 是 一 宕 级 数 ， 我 们 将 建立 下 述 两 事 ; 

《i) 凸 性 定理 对 于 震级 数 成 立 . 

Gi) Si(%: F)l<AIF C2) li. 

这 里 利用 (让 和 (i) 完 成 定理 5 的 证 明 、 对 于 界 级 数 卫 来 说 , 关系 
183(c， 殖 ) 有 <4[ (el 当 2 一 工时 成 立 ( 人 fi)), 当 p 一 2 时 也 成 立 . 由 
赛 级 数 的 凸 性 定理 , 我 们 证 明 此 关系 当 T<p<2 时 成 立 ; 由 于 

Se P< IS; F)|s<AslF 2), (p>D), 
IFCo) <|7is+1 了 plo 志 Bolf1s (第 三 章 36 引 理 由 )， 
所 以 [ES nn) js< AGBo lf ly, 
现在 建立 关于 
圳 级 数 的 是 性 定理 设 w>0, as>0, 0&Bi<1, 0 所 Ba<1. 设 线 
性 运算 TP 对 于 一 切 多 项 式 了 P(z) 有 意义 ， 假 如 
(*) ITPls <MilPls, ITPls < MalPl, 


og 


那 末 当 Se = 一 从 十 ast, B=Bitl 一 拉 十 Bat 时 ,成 立 着 
(+) [TPI,< Ko, a M+ “MI Pl]. 


并 且 当 FO) EH [P(ron) a0 =00D GD 一 时 ， 
[TFPI < Ko MI MEI FI,. 


【证 明 ] 从 (所 我 们 可 以 拓 广 了 使 之 对 于 有 H 训 以 及 五“ 中 的 
任 一 有 意义 当 FPE HS 时 ， 1 <MIP Ee (j= 1, 2)。， 假 如 


reH™. :了 人 的 意义 ， 事实 上 ， 当世 os 时， 


及 Cw. 假如 了 E 吾 右 ， 嘟 末 存 在 {Py} 适合 1 一 P| 2->0, 从 而 
上 一 Po 1->0, 由 是 
IT(P,.— P30 (j=1, 2), 


wa 


二 | 
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了} 中 必 有 子 列 {PP} 概 和 雍 , 不 管 j=1 或 是 2, 人 FF 是 它 的 极限 ,所 
以 TF 的 意义 是 唯一 的 . 3 
设 正 整数 m>aaz>Po， 设 qi, …， 9 是 [0, 2x1 上 的 复数 值 的 阶梯 
贡 数 , 则 得 |z| 二 1 上 的 解析 函数 - 
< gd (jl, 2, 0). 
”以 TP 了 EPs.…,] 为 多 重 线性 运算 7*[g1,…, gn] 的 值 : 
Tr*[gy, ga, 7 go] —T EF Pa F,], 
我 们 知道 函数 
万 (从 一 一 a fds 
属于 H?(p>1) a i 2z)， 当 fE Lo 时, HF|, 专 
4olf1s， 由 于 PE HH#, 所 以 利用 摆 耳 窦 不 等 式 , 我 们 得 到 了 1Fs… 卫 ， 
E 甩 从 而 
[2* [gs, go, **, gn] [i MF Fa. Pl 
<Mi|F|». Lz, Rs [Fl a. 
< 委 虹 ; A lg 1 lg | jg | ,. 
向 样 ， [a Ly:, ga2，…"， gn] 1 <M A [gs | » "lg (nly 1 出 
是 ,对 于 一 切 阶 梯 函 数 gi, 9s,…, gm 0 T* (gq, ga, **°, Yn) 


有 一 定 意义 ; 2 是 (二 ， 卫 ，… 也 了 于) 型， 也 是 ( 笃 ， 


om om” om’ B 
全 高 得 ea 
去 ; 襄 ) 和 ( 襄 ， 高 证 ， 部 ) 两 种 型 态 时 , 0<<1 0< 
局 < 0< 四 < 0< 忆 <1 的 话 ,了 T(，… ,7 也 属于 (二 二 
启 ) 型 ,这 里 
w=(1—)ottia, B= (4-2)B'+iB" (0<i1<1;3=1,2,.…, 
并 且 成 立 着 上 T[fi，…, 人 1 和 | 所 1…fn 2 假如 
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On0a0a…p0 > 0, 

那 末了 (f1，…, 了 连续 延 拓 到 工 记 "x… x 卫 we 这 里 Te,z*( 盏 表示 
lfl? dw<om 的- 一切 画 数 户 ， 这 个 多 重 线性 运算 的 丁 性 定理 的 证 明 ， 
类 似 于 单 重 线性 运算 了 [用 的 凸 性 定理 的 证 明 , 这 里 不 详 述 . 


我 们 见 到 TP*[g1,…, 9,] 的 意义 可 以 折 广 到 了 Lx 工 wx…x 工 看 
而 保持 不 等 式 


| [gn, Ga yn] [< (45 六] "M4! ml gs 1,, 


但 是 , 当 g/€L*(j 一 1 2，…, 介 时 ， 杞 (z) 及; 从 而 也 Fa… 


E 及 训 ,TPT(BI…P,) 有 了 意义 . 这样 ,我 们 可 以 定义 

T* [gs, ga, “+*, Yn] =—T [FFoh]. 
事实 上 ， 当 gEH 记 时 ， 有 阶梯 函数 列 {gy"} 适合 于 
jg 各 一 9 全 一 of， 

从 而 
[Tg 0 (m00). 
事实 上 ,上 式 左 端 不 大 于 

IT [gi, “°°, gl —T[g"™, 92; ***, gr 二 
十 | [gf™, Gar, gs — Tg ge, +, gu 有 
于 … 十 | 亚 [g 知 ， gb, gh, go] 
一 全 1 名 ， 0 后， 全 go)] iy 
其 中 各 项 都 是 ol 了 DD), 
Pi(2) FP) | Sg (gp (0 


o ef 
得 到 | 
HB; (C2) — BY Ce) | a od), 


I 1 < As ls" =00D, 
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由 基 可 知 es 
PEPERsB] —T LE FY. PN olD). 


结合 到 上 面 到 (9 …， 9w) 的 通 近 关系 ,我们 得 到 
TIT (gy, a; **, 9%) —T UPR Rs,]. 


这 样 ,我 们 见 到 |?"(g:, 9s，…, go) 上 3 的 估计 , 当 wyE 本 时 ,具有 前 述 
的 上 限 
5 (a 4 ) "Hg 
这 里 ws<a<sas、 | 
任 一 多 项 式 P(z) 在 1zj < 二 上 可 以 分 解 为 勃 拉 许 克 (Blasehke) 乘 

积 Blz) 和 一 个 没有 零点 的 函数 G(2) 的 乘积 , 

! P(e)=B(G(z) (| <, 
写 着 

Fm BG, FG (j=2, 0 mW), 
我 们 见 到 P(z) 一 了 iF，… FF,。 我 们 常设 GC0) 一 1, 我 们 也 不 妨 假 设 
P(0) 是 实数 , 因此 B(0) 是 一 实数 ， 那 末 本 (0) 都 是 实数 ， 五 (2) (|z| 
< 了 ) 是 有 界 ,实数 到 (0) 等 于 


[HE Ss)a] , (den), 


Bt 一 作 


从 而 


-六 | 条 二 gd 


2 6 一 
中 的 gy( 四 是 实 值 函 数 . 由 是 
Tg, °°, gu] = TULF Ee-F], 
ITPIs = {TEE FF = (TLg, %, gel 


z < (Mr ds )" MET Ngrls. 
最 后 的 乘积 不 大 于 _ 
nf tne) jac) = {ee a} = Qn) Ph 
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是 玉 ~(2m)* max {4r。，A",}, 就 得 到 |TP];<KMI-*M|P|} . 
要 完成 定理 5 的 证 明 , 还 要 对 于 每 级 数 F(z) = 六 ow2*(|z| < 了 奸 
立 如 下 的 不 等 式 ， 
lsie F) lr< A PE):. : 
现在 我 们 来 证 明 这 个 不 等 式 . 设 B(z) 是 互 (9 的 支 拉 许 克 乘积 ， 
也 (z) 一 B(z)G(2), 那 末 G(z) 0 (lz| <1)， 假 如 是 (2) 夺 1 那 末 了 (2) 
一 G() +[B(s) 一 雪 G(z) 的 两 项 在 |z|<1 上 都 没有 零点 ,因此 , 我们 可 
以 假设 也 (:) #0(|z| < 二 来 建 立 所 要 的 不 等 式 . 
设 EF(2) =0(2), G2) #0, G8) = BT ds, 
z = OD— DOA Ds 
由 于 
1 < 
0 1(z, G) ~— ot (2, G2 名 Wa ,2 
所 以 一 写 着 2 一 ”一 z 
起 | Io) ol) la0 


: “(DD. Je 


<A(n+1) > [dsp]?(n yt+1) -1 
设 & = [log(n+2)]-5 则 因 I 
Smir 3 lwqd, ?Cn—»+1) -+ 


p=0 
| Ry 9 3 所 bn 
a Ld, Pee ETO 


“op 1 ~ 了 } 
3 3 n 
< 四 加 4 记 + 写生 全 


<A43 ll’ 
所 以 
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1 1 
3w ee | 2 1 一 GT 4D | 过 加 ee 
. | 名 人 we<4| 1G9(e |?a6. 


利用 恒等式 Ss(z) = (a)wof(%)， 我 们 见 到 


[Ss I= | sit, Ws 6, @|<B ls, GD 
-|(-3), os | 


年 护 (6) 一 写 1o(e9) 一 号 (0r) ?n+ 了 [og (wt+29] + 那 末 上 式 
右 端 第 一 项 不 大 于 4d2(g)log (m2)， 容 易 证 明 
[feop lo, 的 时 oo<4|， QC) eg， 


由 于 
le, WT 
所 以 
|Sa Ce”, F) li<A|S, Ce”*, F) [log (n+2)]-+| 
<AlG ON SAG | <A Fl:. 
证 明 完毕 ， 


定理 所 的 注 当 f(z) EI(0, 9m) 时 ; 8a(w; 了 ) 二 6(1og 由 虽 成 立 ， 


”但 是 函数 


Si(2) =—sup!Sn(%, f) /log ”| 


未 必 属 于 工 (0，2xr) 
事实 上 , 当 是 了 的 一 个 勒 贝 格 点 时 ， 容易 证 明 
z Sz, f) ologn). 
男 一 方面 , 设 
As=1/log logn (n>2), 和 o 一 和 一 二， 


Fo) -到 十 衬 hoooan 
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的 部 分 和 : 
Btn = 写 (FA MN Eo) Fmd 下 (oO 于 De) 


1 


> Ds (rs) rr 


2 他 +oG 
当 %=-[ | 时， 


S, 1 
+o) EL(0, 3 
log— slog 序 log log 元 


3. Za(0, 2r) 中 的 宕 级 数 与 其 相关 联 的 正 值 函数 
“假如 器 级 数 (2) 一 习 onz"(z = re*) 的 收复 半径 是 那 来 级 数 
六 we 在 适当 情况 下 ， 是 一 个 勒 贝 格 - 富 理 埃 级 数 ， 设 {ns} 是 一 个 自 


然 数 列 ， 当 wii/mp>a> 工 对 于 一 切 大 成 立时 , 称 fn 丰 是 一 个 跃进 的 数 

列 ; 假如 wa/mz=O(D), 那 末 称 {ms} 是 一 个 不 飞跃 的 数列 、 显 然 , 跃进 

的 数列 也 可 以 是 不 飞跃 的 ， 当 {mw} 是 不 飞 唉 而 跃进 的 时 候 , 我 们 定义 
Mco, MoO) = cnr rt Ch>0)., 

当 全 66”E€ IL,(0, 2w) (Pp 之 1) 时 , 我们 将 证 函数 


7(0)=709, 本 = 人 (入 db) 
的 存在 . 记忆 cuere 的 部 分 和 以 及 (C, 了 平均 分 别 为 BC9) 和 on(9)， 
71(0) =71(0, 下 =( 局 8) 一 cg) 本 
(By. 
Tm 
函数 y+(6) 在 适当 的 情况 下 存在 , 当 六 (人 存在 且 习 cum 是 了 (9) 的 富 
理 埃 级 数 时 ,我 们 见 到 | 
mm (0) —0ona(0) ->0， Co 所 IF(0)， 
参阅 齐 草 某 竺 的 < 三 角 级 数论 ;第 十 五 章 ， 


3- Ta(o, 2z) 中 的 宪 级 数 与 其 相关 联 的 正 值 函数 ”239 
因此 (9)->f(0), 假如 {fm} 一 外 2, 3, 


…}, 那 末 当 |cnl?<o0 时 ， 
装 数 


0) =y2(0, F) -( 名 oO 
存在 (除开 一 个 零 集 )， 事 实 上 , 由 于 


号 吉 | |S,(0) —o,(0) |24a0 
= 包 
-站 lol 下 70Hr< 襄 al <n, 
所 以 从 富强 尼 的 定理 ，ya(9) 几乎 处 处 存在 
本 节 的 主要 定理 如 下 ; 


hy lol 


定理 设 1<p<oo, 了 (2) 一 罗 cv 在 |z1<1 上 是 正则 的 ,假如 
Wpt1/ Wp > o>1, 
f(0) = 了 (= lim F (re) € Ls(0, 2m， 
那 末 存 在 如 下 的 正 数 05, 0%, Cr Cy.a 
OF 0) slyat0) oO0pl FC) ),, 
Os.alf C0) 1s< yO) <0%,alf (6) 1 
Os.olf (0) ls< 1y (Os<0%,alf 0) 1s 
对 于 Oolf ls {ysl 和 Cp, off Ese yls 的 成 立 还 要 添 骨 条 伴 co 一 三 (0) 
一 0， 这 里 
hg= | {fC0) Pag， 
引 理 1 设 1<p< 之 2， 当 9E 1 Bb) 时， 有 线性 竹子 卫 使 
To) = (=p), eyed), 
9 和 由 都 是 实 值 函 数 , 记 
loig= | ola, Nols =— flyl?ay, 
假如 IV,< Mpl,(M 与 9 无 关系 ), 员 二 了 (gy), 那 末 


mm 一 -一 一 -一 -一 一 一 - 


一 
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1 十 虹 十 一 十 品 |< 了- 二 人 RD. 
【证 明 】 设 aa …, on 是 多 维 欧 几 里 得 空间 中 的 一 组 方 何 角 ， 
则 Ccos aa，cos ms,，…, cosan) 是 % 维 单位 球台 十 戏 十 … 十 台 ==1 上 的 一 
点 .假如 gs，…'， gr 都 是 实 值 函 数 ， 那 末 向 量 (Py,，…, 8) 与 半 色 
(coso，…，ceso) 形 成 一 角 5， 又 设 (四 由) 与 (C08 4,"……，C0S on) 
之 间 的 角 为 23， 则 | 


P1COS 1 -+ Pn CO on = cosd, 
cosmt + oos on ~ cosd, 
这 里 ?= 生 十 … 十 2， 到 ?一样 十 … 二 上， 
出 于 Fy,e080,—T (Tp,cos0,), 斯 以 
[lB eon lrdy < M1 " |B, cos0,l? do, 
两 边 在 媒 十 … 士 距 开 上 积分 , 而 交换 积分 的 次 序 , 就 得 到 


[vhf ,ood hr aray< Mf 1 01 |, los lr dr de 

由 于 [1cos8'jrdo 一 jleos81?ao, 记 以 
| way< 0] 15Pa。 

漆 二 工 次 方 ,就 得 所 要 的 结果 ， 引 理工 证 毕 ， 

“条 1 当 遇 取 复 数值 时 ， 引 理 工 中 的 不 等 式 仍 成 立 。 

【证 明 】 设 册 一 旨 十 凶 ) 明 = 了 二, 归隐 几 出 

1 

由 是 即 知 | Vn[ 十 … 寺 [Ty] [< MVR [TF 二 TB 局 | 成 
立 . e z 

系 吃 设 了 是 的 共 思 卫 数 , JE Zn(1<2<co), 则 ， 

[VE TIA MIT T+ 1s. 


引 理 号 设 刻 , fo,…, fx 都 是 L,(0, 2z) 中 的 周期 阔 数 , 1<Pp<< 
ce， 写 着 Srl fs) = 3,n, 那 末 当 Hy 9 是 自然 数 时 ， . | 


Ma 


3.Zs(0, 2x) 中 的 宪 级 数 与 其 相关 联 的 正 值 阔 数 “241 
了 五 


五 =|V 瑟 十 呈 ,于 |。 
和 4 ee 
【证 明 】 将 5, 4) 的 末 项 采 以 喜 后 ,改写 为 Ss(f， 2), 那 末 
ee Sn Bin fuw 
2 霹 可 
简写 f(%)cosnz 和 了 (wjsinng 分 别 为 grt2) 和 有 (2), 那 末 
S*(f, 2) = 9 (2)sin ne—h, (2)oos na, 
SP 加 一 Fe)= 一 和 (cj)cosnm 一 让 (z)sinna， 
由 是 记 Si.。 药 来 项 的 一 半 为 mw 。 则 
wn) = foun 
Sy a0) = Gn sinnO— hcomnd + on(d). 
简写 gy, Ps om 为 9 加， 0s， 那 末 从 
EEEAP LA LAR 
ARANDEE AOA EA ED 


Sa(f, 2) -二 fz+t) dt, 


得 到 
< {| Gl +t| Glh Ea 
+ Clg)t0). 
由 是 从 引 理工 的 系 2 得 到 
们 Zag< 4 eA DE 
对 于 久 可 得 同样 的 不 等 式 ， 由 于 
la < (BE 0 18), 
所 以 利用 敏 可 夫 斯 基 不 等 式 ,我 们 得 到 
FeO ENO 


A 
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总 结 起 来 ， 
3 2 
T8145+D)| CFC0) |")E a0 


: <43|. C10) 1) Eo. 
引 理 2 证 毕 . 
ol0) 一 六 oa 的 话 , 我 们 写 着 Su(p, 9) 一 总 cup"em”， 下 述 引 理 
中 ,就 有 这 种 写法 . 


引 理 沪 设 廊 ， fs, "*", fn 都 是 L? (0, 27) <2<cc) 中 的 周期 函 
数 ， 0<p < 那 末 


让 ( 训 Wiwo 90) < ( 归 WO ) 
当 区 间 2 落 在 (py, 二 中 时 ， 上 式 左 端的 积分 了 不 大 于 


am /fH g 
4 ( 访 信 ri Ce, 0) lap) og. 
[证 明 】 对 于 任 一 是 西数 (2) (a<e< 相 ,21E (a, 引 的 话 ,成立 
着 颜 普 不 等 式 


Pt pute | PPP) + pa on) 7 ~ 
由 人 人 十， 十 Pr )< D1" 二 pn (D>0),. 


”因此 
I ps Ol | (1 的 B90) 07+ S.CO) pl 


< (1—p) S18).(0) py+ S.C0) [py, 
结合 引 理 2 我 们 得 到 
IC MB + tt fal fo)?. 
这 是 引 理 3 的 第 一 部 分 , 
当 8 不 含有 p= 工 的 一 点 时 , 取 所 E (py, DD), 从 上 面 的 不 等 式 得 到 
I<ASVT OO, WPF, ORs. 
将 5m 等 分 ， 设 所 得 小 区 间 的 左 端 居 次 为 路 丰 ,…, pj"”， 然 后 将 了 


3. Ts(0， 24) 中 的 塞 级 数 与 其 相关 联 的 正信 汪 数 。243 
中 的 每 一 项 16,wkpss 0)1 代 以 zm 个 | » (ps 全 有 右 方 的 相应 项 


[fp 四? 代 以 m2 记 pp, 0) 1 最 后 令 me 就 站 得 引 再 中 
最 后 的 结果 ， 引 理 3 证 毕 

人 ee 耻 和 单位 加 dln 
的 实 函 数 


= 加 -让 -Deeo 串 


我 们 称 g(9) 为 五 (2) 的 立 脱 尔 伍德 与 配 赖 的 函数 ， 下 面 我 们 要 建立 不 
等 式 上 9g]s<4sfip。 这 里 了 (9) = lim (res) 因此 ， 要 证 定理 中 的 
ials< O95) Fh, 我 们 具 须 证 其 
[yzls<Crl gs. 
由 于 


B,C) — oa(0) = 6 pp 


S10) =p* Salp, 0) — (1—p) Ep", (p, 0)， 
所 以 
gue0) opssdp, O 1+ Gp (om ls,(p, 01) 
<2{p-™ HS, 0 + |S, 0) 中 


没 p 一 ps 一 1 一， 5 (po peaj， 则 当 O<w<m 时 ，M> 二: 由， 
ya(O) 的 定义 , 从 引 理 3 得 到 
Ne 


n=1 、 


4 3 
+ 训 二 名 时 pS(ps Ol} 0 


<(VTeds)’ [Bai 中 2 de dp 
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1 2 J 区、 . 
> 0 ap} a 
4 D3 Cw 


、 
ey oa (oer) 2ap} mg 
<(100 4 (0)ao. 
从 而 得 到 ys|,<0%lgl 


其 次 证 明 la | 二 CO 由 于 np/ ra > 1 所 以 


nxt1+1 or 1 十 1 
gr a 


一 (pw 1 一 zm 于 5) 我们 见 到 


a 
， ps=1— 


置 w= 
SBr+1 =0, 
nee), {BL ls Ces Op 


1 
nl1? 


二 (pu OP 0 | 
<(V3。4)" 避 名 2 ra sr 
<(VaeA)) | (Ce) 


中 d0 


x| Ga (po) |? ap} dp. 
由 是 
[yl< +. 


证 明 也 归结 于 建立 不 等 式 lj 一 CC ， 
现在 证 明 j ys 所 05.。|fis。 暂 设 搁 进 数 列 {mw} 是 不 飞 既 的 一 一 


Wi Nt 
一 一 CD> 工 ， 从 1 机 
nn 1 《 ) 


由 于 


3，Ze(0,，2m) 中 的 寡 级 数 与 其 相关 联 的 正 值 函数 ”245 


1 向; Ss sa 
人 mn. mn v 
0 m+ntit rt 


所 以 当 nd i 一 kp 时 ， | 
> Sr, a _S, 2 ” 多 
| 水] < 引 | 二 | +| 7 十 工 、 人 2 (2 十 十 ) 
假设 五 (0) =co=0， 那 末 
a ~S hl<6n+ 35 


k=l 


和 
bp3 


Hx-1+1 TO 二 | 一 03 十 37 名 
这 里 定义 了 我 们 见 到 Ys 疡 0。Ya 中 的 第 一 重 和 不 大 于 


i (2 gl) < i TD »|? 
. < gs ?> 


名 数 及 的 存在 是 由 于 gj 的 不 飞跃 ， 由 是 
Imls<e* 人 {Br S10) eg 
<Vapor {Bm |, SE, (spn oO 


r=-1t+1 


A pi a 
由 引 理 3 的 最 后 的 结论 ,上 式 右 端 中 的 Spa 9) 可 代 记 
Fos) lrdp. 
利用 前 面 对 于 |Yz 有 8 的 计算 , 我 们 见 到 


lvoe Cpc {B18 1 00) 2ap} a. 


置 a~ 圭 (1+ 得 到 [3s|，<482ear4s(or 一 1) |g1s， 由 是 证 明 归 千 
到 建立 |g|s=0(C1Flp) 以 及 说 明 |Ysls=0《lghs) 中 的 0 无 关于 有 ?一 就 
是 说 无 关于 扩 的 不 飞腾 . 

定理 中 左 端 三 个 不 等 式 的 证 明 ， 需要 下 面 的 

引 理 人 ”存在 绝对 常数 4 适合 于 9(6) <47s(0) 


ee er 
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[证 明 】 写 着 =S(0), ps1 一 工 , 则 天 


Eee = (1—p) | sp 


P(O)= 思 | dp lr (or) hap 


< Bp "(BIS pe) <2P+20, 
这 里 z 
|S, En) 


第 
Nn a 
| 
3 
4 
"人 
i 六 
HH 


:Ms 让 4 


及 
Ms 
3 


DD 
| SB, | o 弛 j ) 
(二 |S5, |2> 一 4 Spt’) 


生 一 姑 十 荆 


I 
U 
[en 


从 个 
让 Ms 
s 
& 
< 
1 
和 


| 
由 
性 


和 4 Dsl pa) |S, |> ws 
=~A 习 让 i -3 
从 而 多 (0) < AY3(0). 引 理 证 毕 . 
利用 引 理 4 我们 就 能 证 得 定理 中 左 端 三 个 不 等 式 的 两 个 . 但 是 


这 还 要 结合 到 基本 不 等 式 上 |f[p 之 B,jg1, (co=0)， 由 是 我 们 见 到 
IYafs> A fl 


成 立 。 其 次 , 我 们 见 到 
bas- 人 信 3 el a 


K=1 2 py (py 十 1)3 


ee 


让 
k==l Re-t 十 1 2 (2 十 1)3? } on 


a 全 EA be 并 多. 


Kk=1 


$3. zak0,， ?2r) 中 的 寡 级 数 与 其 相关 联 的 正 值 本 数 。 247 
从 而 
lysls< 4s sy lo = Of ls), 
还 有 一 个 不 等 式 |y|s>0。 s|fis 的 证 明 ,应 用 到 下 述 。 
引 理 与 设 从 和 加 | 一 | (v0, 1,…) 都 是 有 界 数列 , 则 当 


f (0) ~ Pom€ Lol0, 2r) (1<p<o0) 
时 ,也 cssetn 是 Lo(0, 2m) 中 某 一 函数 及 (9) 的 富 理 埃 级 数 ， 并 且 [|， 
喧 4p| 7 了，( 马 辛 基 维 斯 (J. Marcinkiewicz)，1938). 
【证 明 】 不 妨 假设 一 0， 置 
2 —1 ny, 和 ui -hco0m, 
我 们 见 到 | 
en) 


=0( 14a hhal tlh) lM). 
x1 二 
因此 , 利用 引 理 3， 就 获得 


f(ar) 0 
op {Ber pe)) 


-0G| (Bla ) mg 
由 于 2<mwta/m<3 所 以 从 前 面 所 得 的 jy 一 OKlFj。)， 可 以 导 得 所 要 
的 结果 . 
系 设 no=0, 一 | ye er 一 土 二 则 当 
(0 和 To(0，2r) 时 ， 字 s4 是 Lo(0, 2z) 中 某 一 函数 1(9) 的 富 理 埃 - 
级 数 , 并 且 满 足 


~ «olf lo fo O06,slf ls (Bo,s> 0). 要 
【证 明 】 设 Xo= so。 当 和 -<j<mw 时 , 设 一 切入 都 是 sz, 那 来 . 


TT OP bert ert rp a 
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{2 适合 引 理 5 的 要 求 , 从 而 | 户 | <O。 中 丰 |， 成 立 ， 另 一 方面 , 了 与 廊 、 
的 关系 是 “对 称 ” 的 ,因此 我 们 又 得 |fis 志 Co,olf1),。， 证 明 完毕 . 
现在 证 明定 理 中 还 未 证 明 的 一 个 不 等 式 : |Y1s 这 05,s)f | 
设 me 人 是 拉 特 马 明 的 函数 , 则 当 # 不 等 于 以 2 的 乘 轩 为 分 母 的 分 
数 时 , 从 引 理 5 的 系 得 到 
Bosif hhEr) hh) Caolf le (Bos>0). 
利用 不 等 式 ( 见 下 面 的 引 理 7) 
BVElaT SIT os <Op VElax] (Bs,>0), 
我 们 得 到 


Ba,slf lo< |v D0,, sl fly, 
我 们 获得 了 定理 中 的 六 个 不 等 式 ， 但 是 在 证 明 的 过 程 中 ,除开 引 
理 了 的 外 , 我们 还 利用 了 下 述 引 理 中 的 不 等 式 : 
引 理 @， 对 于 jz|< 工 中 的 正则 函数 也 (z), 我 们 有 境界 函数 
Jim F(re®) =f(0) 
和 立 脱 尔 伍 德 - 配 赖 的 函数 
1 
g(0) =g0, 机 一 (| -IF (ror) ls ar)., 


假如 1F(re*)1s 《p>0) 对 于 0<r<1 是 均匀 有 界 , 那 末 
lg C0) Ns< OF C0) ls. 
【证 明 ]】 我 们 不 妨 假设 五 (2) 在 |?| <1 上 具有 正则 性 . 事实 上 , 定 
理 当 g(9, F(R?)) (0<R<1) 时 感 立 的 话 , 则 从 
= hgt0, FOR)) NO fCB0)|, 
可 得 
lg(O) 1s< 0 (0) (R31D). 
当 p=2 时 ,我 们 见 到 Ey (gj 和 等 
Ef -plF'(pe) ?doa0~ eet 
: TiOn |). ” 
， 准 面 jg 1. 


”3. Lp(0, 2w) 由 的 备 级 效 与 其 相关 联 的 正信 函数 249 
其 次 , 我 们 证 明 ; 当 上 g(9) Jo<05LF(9)1s 对 于 茶 一 正 数 P 成立 时， 
由 此 可 以 导出 此 不 等 式 对 于 小 于 p 的 正 数 也 成 立 ， 事实 上 ， 假 如 
不 (的 (|z| < 了 D 无 零点 , 那 末 在 |z| <1 上 ,存在 正则 函数 厂 ( 罗 适合 


Pl) = (F(2)) TF, 


从 而 
?0-(2) -Dlr I 
2 RO) [FICO)] 所 ， 
这 里 
(Og(0, Fy), FiO) =sup| 本 (peo) |. 
由 是 : 


mu | 5 入 一 为 
lgls< 2 Fs me gl < a | gls. 


假如 [Yls<<OplFuls, 那 未 从 圭 式 得 到 上 gts 所 Op 和 fi 很 如 五 (2 (|z| 
< 共有 零点 , 那 末 它 可 以 写成 两 个 没有 零点 的 正则 项 数 的 和 ,结果 仍然 
得 到 1g|ss< OPlas。、 因 此 , 当 | Co 时 ， Ig,<Onlfln, 当 
0<pi<p 成 立 ， 

这 样 一 来 ， 我 们 不 妨 假 设 p>4 来 建立 所 要 的 不 和 式 我 们 见 到 
jolla=sup] oo)5(0)00 (ECO) | os). 
” 设 5z) 是 一 代数 多 项 式 ， 《人 5) 的 实 部 是 上 (9) 一 一 上 式 中 的 (的 可 
以 次 取 三 角 多 项 式 . 简写 了 Ca 一? Y(0) 一 g(0, £)， 设 Lle”) 的 虚 
部 当 2~0 时 , 其 值 等 于 0. “ 屠 玉 存在 常 or 仅 与 2 有 关系 ) 适 
合 于 

ble) Ip Blé (0) |y <B,. 
由 于 jgjs 一 00f1s) 当 0<p<2 时 成 立 ,所 以 , 了 ~ sup Bw 的 话 ， 
[ylv<Blt Ce lr<B. 
上 面 的 积分 J 


Ee re me Ye 
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[i (Ot(0)a0={ -P| LF (Cper) sg(6)a9 dp 
=2] Go IF (ps0%) [2€ (0)a0.pdp 
1 .3 
< 和 jpG -站 | (pz 3€(0)a0 dp. 
简写 四 人 二 |F'(z) |?， 利 用 普 阿 松 积分 的 性 质 , 我 们 见 到 : 当 0<p<1 
时 ， 1 2T 
ups < 元 woo) Plp, 0—) de, 
|， wprr)é(0)a9 
<| "£00){E | woo") Plp, 0—wdu} dg 
Ep, du (Elp, 加 是 寺 的 普 阿 松 积分 ). 
- 由 是 得 到 | 
reasa pA)f IF (per) |?éC0, 0)ad dp. 
1 a 6 0 C2 
现在 证 明 4| 户 Han ). 这 里 4 是 拉 普 拉 斯 运 
算 子 . 假如 2 填补 一 pe 那 末 休 = 二 (Un+ -二 De， 我 们 可 以 证 明 
4 五] ?一 号 | 刀 2 上 2 当 汪 时 ,就 是 所 要 的 等 式 ， 于 恒等式 
A(uw) 一 & db 十 bd 十 2 (mw 2 十 六 ve) 
置 w= | 万 |% 9 一 上 (o, 9), 则 因此 =0, 从 上 式 得 到 
4 P'IE=A(| FI) ~ 引 本 | 十- 人 | 本 | 
| PDEA STI, 


五 -人 | pt -pa Fl)ap do, 


nea Pa-pirl(rlltlr re) pag 


83、 了 0,，2) 市 的 等 级 数 与 其 相关 联 的 正 值 函 数 251 
将 五 施行 分 部 积分 由 于 (| 也 中 )w 关于 日 在 (0，2z) 上 的 积分 等 于 
所 以 
n= hf ap 部 (部 Plé)ap 
=[ of o 2 dFlsé)a 
es of op p 
rr 天 
-| [PenPEO) -PCeo1e 0)dp} ao 
< 人 FeoPEG@)ag<1Pco 人 Elw<lPeo13. 


广 意 到 
[PI<F (0) 一 sp 了 (pe |， 


本 一 人 Tsteh， 


我 们 得 到 
Ts< 引 及 (6)ag 人 全 -六 je 


< F*(0)g(0)y(0) a0 


<8| FE" gol yly. 
最 后 的 Ylpy 扎 1。 将 荆 与 I 相 加 ,我 们 见 到 
lgls< BlF (en) | 19 十 | 到 ee) 全， 
写 着 及 =|glw/jF(e*)]s, 则 得 环 ? 志 Bo 二 i， 从 而 各 过 Bo 二 ITI<2B，， 
lgls<2B,|f|, (Pp 之 4). 

出 是 引 理 当 0<p<4 时 也 成 立 , 即 对 于 一 切 正 数 2 成 立 ， 

我 们 还 要 补充 说 明 ， 当 了 (x) € 工 ,(0, 2m) (z = pe*) 关于 0<p<l 
均 和 名 地 成 立时 , 上场 ( 内 |, 志 O5| 玉 (e*) 上 1,， 这 里 了 (人 一 sup | 五 (ee ) |， 
29>0。 这 个 结果 , 可 以 参阅 齐 革 蒙 特 的 < 三 角 级 数论 > I 第 四 章 87 的 
定理 (7.5)， 

引 理 了 设 全 axry(?) (于 吕 <o0) 是 f(t) 的 拉 特 马 吼 级 数 ， 那 未 当 
Pp>0 时 ， 
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BV EI <I < OVEl) (Bo>0O 
【证 明 】 暂 设 a 都 是 实数 , 2 是 偶数 , p26， 旱 


| 0 +o)! 
Cn 一 -二 二 人， 


则 
下 [Qoro(t) + + ra (t) At 


es 加 (aa， ee ,二 二 - 吃 | 号 的- :中  (t) Qt, 


Om ms 


末尾 的 积分 当 om，…，o 都 是 个 数 时 ， 等 于 1; 者 凯 是 世 由 于 
fet 人 (Bi es, By) oho2t,. 一 《人 十 c 十 … 十) 和 


上 记 的 积分 不 大 于 (c++ 号 +… 十 号) 与 噬 的 乘积 ,这 里 


Sp “0 281) (B+1) (E+2) -08 
号 -人 人 0 } 的 上 界 
< Dt 


所 以 
[fo Caoro (®) + ur (0)]* wu】 < VFVarar Te 


令 m=, 我 们 见 到 | jx< /万 ( 卫 唱 ) 幸 对 于 一 切 自 然 数 天 成 立 , 从 而 
lp <Co/ 豆 页 当 p>0 时 成 立 . . 
还 有 一 个 不 等 式 V 人 EE 人 吕 (==1fls) <1f)s 当 p 之 2 时 是 明显 的 假 

如 0<p<2, 那 取 正 数 t 和 六 适合 于 t+t= 工 和 pi+4t 一 2, 由 赫 耳 赛 
不 等 式 ， I ee sj 
Ei dd Aa A EE 

从 而 得 到 >>COv 之 嗓 . 
假如 心中 有 复数 , 那 末 一 般 地 写 着 0% 二 尼 十 多, 了 一 方士 评 2。 从 而 
得 到 | 1 

fl |filst lfslo<B, (VE MVE) <2B, VE onl, 


” 
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ls>max(hfsls, lol) 

> 肋 max(\ 瑟 ，v 瑟 邢 ) > 寺 肋 V 可 FL 
引 理 了 证 明 完毕 . : 四 

4 偏差 落 在 光滑 模 区 间 中 的 线性 逼近 

设 f(z) E Co jfj= max|f(e) 1， 

Rf f= DD (Ss) et 
称 or (及 一 ce 人 (5 了) 一 sup | 全 为 jz) 为 下 阶 光滑 模 . 又 称 (Ci 人 有， 
CSos( 甩 ) 为 (a) 的 一 个 厌 阶 光 少 模 区 间 , 但 03 和 03 都 是 正 数 ， 这 里 
研究 用 怎样 的 中 阶 三 角 多 项 式 了 ,2) 来 到 过 了 Cz), 能 使 通 近 偏差 

Jo 一 Po 


落 在 一 个 阶 光滑 模 区 间 中 的 问题 . 
定理 1 设 Ss(2) 是 人 号 [f, 2] 的 部 分 和 ， 


To) = Ba(8) -去 4 8 
则 当 了 (2) € Css 时 ,有 正 数 0 和 只 适 合 
Ciou (E)<I mma df)) < (a) 
这 是 脱 利 古 勃 (P. M. Tpary) 的 定理 , 见 苏 联 科学 位 科学 通报 数学 


之 辑 第 29 卷 (1965) . 
[证明]】 设 18S,(o)} 的 费事 平均 为 


好 ep) 十 … 十 So 用 


man 人 一 直行 
则 得 洛 各 兆 斯 基 (Rogosinski) 的 等 式 
S, c+ 名 )+5 (= 一 二) 
m—1)ao 
nn 


一 29(o) cog a 二 2 1。 {eos -一 C08 a| 


人 _ Y . 。 > 
+2 呈 GHTDox[eo 如 一 2 了 oo C400]. 


er nm，- 
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由 于 je 志 上 fl, 所 以 从 上 式 得 到 
|s, (or$)+s, ( -2)-28. ea 
< +2) +D) < (2c+oo Il. 
当 xc= 呈 时 ,我 们 见 到 
js set 中 ]s Ce- 蝇 )s e+ 各 )|<ell， 
因素 ， 
|s, (0) + -D5, (+E) | 


D's(et 和 加 )+s(ot 和 + 


<6v]fl. 
由 于 
ment) = (ES + (D5, (s+ eT)}, 
所 以 rwo <881|. 


设 7 是 达到 最 侍 通 近 为 (用 的 多 项 式 , 于 
B= <0rm(E), 

$1 定理 3 是 对 于 hb 一 1 而 证 的 ， 在 6>1 的 情况 ， 详 见 本 节 末 必 引 理 
从 等 式 
PE A 
得 到 . 本 
A 
| <[(86+ 双 Ow+2 芍 or ( 开 ) 
以 及 

BbTD D+ mt 
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max 174(o | < 二 地 


2gin nf 


<nmax|T, (2s) | 
履 


ma8xj 了 Te(z 十 芒 一 Tt4 一 入) | 


这 里 0<h< 夯 -， 由 数学 归纳 法 , 我们 得 到 


max| Ta (2) | <(5 eT ) ras MOT, (a) | < max| To) |. 
由 是 . 
3 (= sup | 用. 外 = sup [ 沪 T 寺 慌 (Ff 一 也 | 

0<4< 划 0<a< 虽 


<suplT le"+2 BE,(f) 

5< 间 

mw Rm pf mY x 
<Br| Tl (TE) +2B,(f). 


但 是 1 民 T,<2B(f) 十 1 虞 |, 我们 得 到 
AA 
< (3tnx 十 4mt 十 加) Fl. 
证 明 完 华 . \ 
当 # 一 工时 ,定理 所 述 是 
oo 人 (二 js<1-al<co 人 (二 ) 
这 里 
只 一 本 sa 一 去 18。(o) 二 So(z 二 二 外 


是 贝 恩 斯 坦 的 利 . 
定理 已 设 (%) 是 了 (w) 三 1 (2 十 2x) EIL(0, 2w) 的 贝 层 斯 坦 的 
和 、 假 如 


: It) 
那 末 了 (2) 在 [0,，2] 是 有 界 变 差 ， 其 逆 亦 真 . 
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[证明 】 当 .7z) 在 [0，2m] 是 有 界 变 差 时 ， 


“人 六 -的 


IF 一 wm 人 1 一 0 (a) 
从 而 定理 2 中 的 等 式 成 立 ， 
从 定理 1 的 证 明 ,我 们 见 到 :对 于 Lo(1<p<o0) 玉 说 , 定理 工 也 成 
立 ， 特 别 是 ,从 所 设 的 条 件 , 我 们 其 定 
[fri -fF 1a-0(F If(0) 7011(®) le) 


成 立 ， 因 此 , w(t; 有 i=004) (>>0)， 现 在 要 证 (2) 是 一 有 界 变 差 的 
函数 , 作 函 数列 


由 定理 1 


z lo) =nf fod (n=l, 2,£), 
设 h>0, 简写 ”为 ,我 们 见 到 
AC A 


| potst f(t) dz 
<| [We —f (ott) |dt de 


-中 。 ,fetith)- -fot dodt. 
利用 (bi 户 , 一 0( 的 ， 就 得 到 
| re 及-Poldz=0(0D. 
设 入 < 二 及 过 Wxri (二 二 2 0 则 
St |< 0) la < {lf leo 


pf | f+ 0) | , | 
<lim|| Ze A lar 0 
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关于 均匀 地 成 立 ， 令 mn->oo, 则 得 | 
: Df (oth) —f (0) |=00). 


由 是 可 知 , fa) 是 有 界 变 差 ， 定 理 证 毕 . 
定理 号“ 设 周期 函数 jz) 具有 oo(e) ECo 则 


ox (TEs fH)=0e) (es0) 
的 充 要 条 件 是 关于 n 和 久 均 匀 地 成 立 荐 
A 
【证明 】 由 于 7 如 (有) 一 ta( 站 ), 所 以 从 定理 1 得 到 
fm fm 0 (EY 


<0n(F) (2 1°). 


这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 , 
假如 


Fv, nf) 一 本 由 
那 末 仍 由 定理 1, 得 到 
. 1 sn 
oT f -mn)< : 
- 一 般 地 说 ，ox(i; 万 所 OF 等 价 于 oo 人 丰产) 04(E 自然 数 )。 因此 
从 上 式 得 到 了 了 (wmw) ELipl,， 并 且 几 乎 处 外 成立 着 


(fo zd) <lim( 严 六 w (ET f— Ten jenO mr) 1!, 
现在 证 明 fo 人 到 处 存在 ， 我 们 见 到 
上 Jo 人 da 一 天 fOrt oaul 


2 各 -+| 元 | zw s(t) . 


由 于 [0， 的 如 适合 于 
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ff OD) i wp ; 


所 以 上 式 末 项 等 于 
| 人 十 由 一 让 (人 十 榴 )] 三 | 加 一 局 | jz 十 下 ) | 
和 (| 和 | 十 [ja 
由 是 从 
大 二 人 0 的 


2 


< [+mD 1+ 


知 fo 存在 ， 应 用 定理 [fo 人 一 妆 国 |<ewyC'mr 包含 着 
em (Es fo) en/ OO 
定理 3 证 明 完 毕 . 


函数 了 属于 O” 的 特征 ,可 以 用 rr* 的 逼近 来 实现 
定理 双 若 fE0"(0, 2w), 则 


feb) 一时) 了 "(2) +o(n). 
恨 如 有 连续 函数 4(z) E 0 均匀 地 满足 
f (0) 一 mv) = 

那 末 fEC", 并 且 


0m "), 


Jo 人 一 [一 二 ) ao. 
【证 明 】 我 们 仍然 要 利用 本 节 来 尾 的 不 等 式 
Bf) Om (于 ;月 
因此 ,将 
及 (=o( 汪 ) 
和 ， , . 
EF fo)= (EF) Ff) +o(#) 
结合 到 


让 
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人) f (0) -tin(@) = 襄 人 fw) +0(B,(7)), 

成 们 见 到 

z Fw 一 ma 人 一 (一 至) Fo) om). 

今 证 其 着， 对 于 连续 函数 4(a), 有 三 角 多 项 式 T(z) 适合 

(2) 一 Ta(2) 0(1) (Ww>00). 

从 而 由 所 设 条 件 得 到 | 
A -oo 

3 是 等 式 (*) 是 常 成 立 的 ,所 以 得 到 


十 DO) | 


1 庆 _ d(g) 
-人 
左 端 在 [0, 2 要 上 的 积分 等 于 0, 故 
| aoae=o. 
假如 a 
7 人 一 (一 三) do)， 
有 末 | 
Sflo) = (~F) FO) on) ~ toln™), 
因此 


(ff) 0(n"), 
由 是 可 知 了 (2) 一 所 (2) 是 一 常数 ， 从 而 
FO) =~) = (2) A. 

症 理 证 毕 、 z 加 

现在 证 明 上 面 已 经 用 过 两 次 的 

引 再 1 对 于 周期 本 数 了 (人 =f (et 2m) 的 % 舱 最 佳 通 近 的 偏 关 
小 (了 ), 成 立 着 

Df) < On (FET; Ff) (n=0, 1, 2, 
我 们 将 从 关于 整 函数 遇 近 有 界 通 数 的 定理 ( 引 理 2) 来 导出 上 述 结 


260 第 七 章 三 角 多 项 式 的 壹 近 论 


设 9() 一 习 cw 是 一 整 函数 , 当 TD /有 JOT<o 时 ， 称 g(z) 是 
一 个 级 不 高 于 的 整 函数 ， 设 f(z) (一 co<z<cce) 是 一 函数 , 记 级 不 
”高 于 o 的 整 函数 为 g,(w)， 假 如 某 一 gc(o) 二 gs(f; 2) 能 使 

|f (2) ~go (fF; 2) | 
取 最 小 值 , 那 末 称 
AAD Hf 0) go (fs oo sop |f (2) —go ,Ff; 2)| 
为 {gs (2)}=(0) 对 于 f(z) 的 最 佳 融 近 的 偏差 . 

引 理 呈 ”假如 了 (w) 在 实 轴 ( 一 oo<w 之 oe) 上 是 有 界 , 那 末 对 于 任 一 
自然 数 加 有 常数 Os 适合 于 4o(f) <Cwo (地 ,ox(8; 力 是 了 的 4 
阶 光 滑 模 沪 . 

[证 明 ] 和 


yr (2) - 仁 sin 号 ” (ec>0)， 


置 
yor] gD 
Gir) -SD 人 )s (2 
那 末 
二 | Go rn(w—D FO d=Q, (Ff, 2) 


是 一 个 级 不 高 于 = 的 整 函数 ， 事 实 上 , 我 们 只 要 证 明 

开罗 一 -| gt (0) 
属于 (c), 就 知道 Qu( 户 @ E (o)， 现 在 ,由 于 
= PFO O00), 
所 以 整 函数 


当 lm ox; 万 一 0 时 ,了 具有 " 光 清 ”的 形态 ， 但 十 当 (5 力 和 0(1) 时 ,我 们 也 称 
wx, 力 为 大 的 光滑 模 . 


了 
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I Ld 如 . 
| Ft ~ | 有 2 (n=1, 2,.,) 
勾 侣 于 整 函 数 一 一 灵 (2) 
| 五 (2) | 和 | 到 [ge (z~— HF) la 


| Ct A lat| 
以 及 
gm =0(0), gwtiy) ~ -CC (0) oem 
我 们 见 到 


人 < a |f 9 i . | wo 叶 
0 A 
从 而 (2) E (0)， | 
由 于 表达 Qo(f; ?的 积分 可 以 写成 
OED (y) eta 
所 以 
|f (2) — Qo ff; 2) | 
Lr ee 
< gd BD (terre 
< 二 人 go (Pr ft. 
由 于 z : 
PN (去 .ob fF)<o(F; F)(oit hs 
所 以 


UR 四 | 
(月 和 G(+ 本 到 


a A 宇 让 COL mn dd 
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又 因 2r>j 寺 2 所 以 括 弧 中 最 后 一 -本 是 0GD)， 有 而 得 到 
A < sop if 一 Qu WD| <0 (TA). 
[ 引 理 工 的 证 明 ] 设 了 (e+2r)=f(z), 则 当 了 (2) 是 有 界 时 ， 
Qu(F 5 十 2m) = (f; 2), 


事实 上 , 此 结果 可 从 下 记 前 表达 式 明白 : 


Qf 0) = Gelo df Oat 


ea AC 


现在 证 明 Q,(f; 2) 是 一 个 阶 不 高 于 [a] 的 三 角 多 项 式 ， 由 于 
Q,(f; 2) 是 以 2m 为 周期 的 周期 函数 , 它 可 以 展 成 三 角 级 数 : 


Q,(f; oD) = 二 m+ ncosni+ bsin ng), 
这 是 一 个 整 函数 , 它 可 以 任意 次 逐 项 徽 分， 由 是 
nr (ob) 二 二 | QP (fs 四 dzs2ow max |Q, (fo)|, 
从 而 对 于 任 一 自然 数 7， 
dr 十 Da<2n oY max|Q Cf; 2)|. 
这 时 必须 : 当 %> [ad 时 , 品 + 如 =0， 因 此 


Qo (Ff; £2) 二 > (cn Os n+ bn sin nd) + 到 go, 
|f (0) —®— Sancosnet 和 sin ng) | < Cro (二 7f). 
这 就 建立 着 引 理 十， 


后。 几 种 古典 求 和 法 与 最 佳 通 近 


设 )o(r)，Xatr)，… 都 是 *(rE 吾 ) 的 函数 , Xot) 三 六 当 ?->ro 时 ， 
一 切 %。 (7) 都 接近 于 1， 写 着 


U,(P 2, \) — 学 十 忆 和 dr) (a, cos n+ bs Sin nw), 
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这 里 (qi 5 是 fl) 的 富 理 埃 系数 ， 假如 EL,(0, 2r), DZ 在 
Zap(0，2m) 中 , 我们 考虑 用 Uf; 2, 和 ) 退 近 了 (2) 的 逼近 偏 尖 
BR. (Ff; A) co 一 Lf (2) —U, (fs 多 ， A) jz 
这 里 
gl 一 (| lg Pae) 
当 Y% 一 co 时 ， 
了 rp(0，2zr) S02, 
|g(w)iz.=]9(2) le= 1g) | =mazlg(r)|, 
假如 和 (7) ==7", 了 = (0, 4)， 那 末 TCF %, 入 ) 是 阿 培 尔 - 普 阿 松 
平均 , 写 着 Ri(f; 和 和) 一 A(f, 7")， 我 们 仍然 记 
Bf) rinf |F(2) 一 > (oyo0g vw+ Bo sin vw) |z,. 


定理 王 设 1i<p<o0, EL， 7 一 min(p, 2), 则 当 7?-?1 一 0 时， 


4(f, rl-7) [总 t+D 可 0 ] 
这 是 ME. 再 . 济 如 的 定理 (IAH, 1962)， 
[证明] 设 2"<n 一 | -这 二 < 各 世 则 4(P rm<ot+ao 这 里 


G1 一 


名 Gd 


他 3 一 


:一 | B40)|, 


,加 
f(z) ~> 4, (2). 
现在 利用 53 中 的 主要 定理 以 及 引 理 $ 洲 信 计 go 和 cz。 当 
和 一 工 一 和 时 ,两 个 数列 从 小 和 六 | 因 一 2 一 0 …) 都 是 有 办 ,四 
上 述 的 引 理 5， 我 们 昂 到 
aa< 4 入 4 人 | <4 > 
利用 $3 的 主要 定理 ， 
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Eee 去 
ms4| 训 | 总 对 -中 么 四 | ) 

由 和 差 变 换 , 右 端 平方 内 部 的 和 等 于 
之 {Sl fs tT)— Spi(f; Dre") 


+ {Sam 2 一 8 lf; Hr "), 
这 里 8,(f; 2) = 二 Ao(2) 十 … 十 4,《2)， 由 是 可 知 。 当 Y>>1 时 ， 


xs 一 
| 县 和 -4 
侵 如 1<<p<2， 那 未 


A 


1 


nr Bs 


2 
二 多 


Zr+tt—1 2 此 
3 1m) dle)| ) ae 


上 


< A bp 局 er 


3mr 说 
0 


ct 人 


和 2 一 由 


Lp 
<42G -fo 人 十 悍 号 me 本 (Po 
“<A (7)? D+ Bf) 
当 2<p<co 时 ,由 第 可 天 斯 基 不 等 式 ,我 们 见 到 
nm 2t1i—1 2 # 
m<4| 训 | 总 4-)4 四 | 
< 名 8(1 一 )[ 训 (+D 本 (7) 志 ， 

结合 关于 os 的 不 等 式 以 及 关于 a 的 两 个 结果 ,我 们 得 到 


| 和 

4(P rd){ E+ Bs) +ABF)s, 
5 3 
<.44 -7 总 dtr Eo) 


3 
<As(1—n)| rt a) 
定理 1 证明 完 毕 . | 


5， 几 种 古典 求 和 法 与 最 佳 逗 近 


定理 只 设 从 ,(7)} 是 一 三 角 阵 . 
1=Ao(r), Ar(7), "> Ay(?) (r=0, 1; 2， …) ， 


坊 = 二 |。 
三 


0 


到 十 鹤 jw(r)eosyg 


a0, 
yl 站 = + Nr))o0s ola0, pe 
则 当 f(z) EIs(1<p<oo)(L. 中 的 了 是 有 界 函数 ) 时 ， 
B (Fs Dis< OtIDB (Ast yrs 7) Ban(f)s, 
+ yn 1) By) ob, 


这 里 加 <r 一 2n+4，O 是 与 户 r, p 无关 的 数 . 
[证 明 】 将 y(n, r) 中 函数 写成 For 9)， 


Yo 站 = 人 Pr 0) 1a9. 


又 设 了 (2) 之 《au oo0s ve B, sin vr), 则 
2 (1—%, (7)) (a cos ve Bs sin pa) 
pA Ie 
-了 | T, (s+ 0) cosng Fy, 0)a0, 


事实 上 , 上 式 左 端 等 于 


三 |， T, (z+40) 3 (1—N,(r)) cos v0 a 


-三 | T(t0)| 了 信人 r))eiezp 
+ (1 -h(n)) oc (2n—»)0)-a0 
-二 人 Tot)o0sne {+= ， 
+ 加 (hr))eos(n—r)0} dd. 
观 设 了,(z) 是 "最 佳 通 近 ”的 多 项 式 ， 
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EH,(f)r,= |f {2z) — 人 TD,(2) 1- (n=0, i, 2, …) 。 
设 0 委 8&< 和 < 置 
pew 六 0) ~) Tee+0) (Lh (r))ooar0 dt, 
则 po(2; 了，z) 一 0。 当 vw 之 时 , px《D; ?7, 9) 二 px(K; 7T,， WwW)。 显然 地 
BT Mrs= pr(rs r, 2) lz,. 
当 29<7< 之 2"17 时 , 上 式 左 端 B( 了 Dy; NA) zs 不 大 于 
|ps (2; ， 1w) — pol(%; Li 2) | 
+ | psn C2211, 个 2) — par (24+1, , 2) | 
十 or(ri 9，2z) 一 Pan(7; 人，2Z) |r,. 
其 中 第 几 项 等 于 
全 | {Tan 240) — To (s+ 0)} (1— hr) )eoszg|， 
三 | 治国 {Ton (w+0) — Tae (e+0)}oo 2 08aealrs 0) a0 | 
一 人 (722134 r) Eon (fz,. 
从 而 得 到 
Re Di< Cj 人 7) Balf)s, 
+ Sy 7) Boe fst yr, 站 Ben(P)z 


由 是 , 定理 的 证 明 归结 到 建立 不 等 式 
BR(fs Mr < R) — Ts) | 1+ Ln) + BTr; Mz,, 

这 个 式 子 的 左 端 不 大 于 
区 一 和 12 十 | BAs®) -Peo0 vw By din vw) AN, 


Ls 


十 v0 cos22+ BB, sin yw) 一 到 |， 


上 7 一 Ts,+ 


2 {F040) -To+0)} 


三 


-全 Heagla| + Doo 
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这 里 入 一 A,(7)， 4 一 4 人 2。 证 明 完 毕 . 
现在 再 用 费 耶 的 部 分 和 的 算术 平均 来 有 逼近 连续 函数 . 
定理 号 假如 ao) E Osx, 那 末 对 于 | 了 (2) 一 on-1(f, 2)| 的 最 
大 值 | 
Pn(f) = |f -on Fl, 
有 绝对 常数 召 适 合 


polf) SE BDF nl, 2, oo). 


这 是 斯 捷 切 金 的 定理 ( 见 苏 联 科学 院 数 学 研究 所 的 从 书 LXITD)， 
【证 明 】 对 于 正 整 数 %n,， 有 整数 了 如 下 : 
ps 
由 是 


oa(f) = 8,() 
-并 sup + 时 各 5.0D+ 号 8 
f onalf)=E {Cf 80)) 4 SS SS (了 一 六 (万 ) 
+ 号 .0 一 & (四 
“利用 伐 赖 - 普 山 的 记 法 
Grnm 2 f) | 


以 及 他 的 不 等 式 
fom Cf N22 Bn- (), 


7 S,(%, f) (0<men), 


我 们 从 
f -oma(f) =F{(f om) + 2 (Fess elf) 
+ (m2 fw)) } 
得 到 


第 七 章 三角 多 项 式 的 让 近 论 
palf) HB + +o) Bef) 
+ (2n— 22-1 — 1) B, sl | 


<2 {3B(f) +6 守 加 B,(7) 


一 公有 一 2 


+6 高, 媚 (D|< 二 名 (7). 
我 们 还 要 证 明 伐 束 - 普 山 的 不 等 式 . 记 回 = 如 ,_mt1( 有 , 设 了 是 适 
合 呈 一 了 | 的 最 大 值 为 如 的 mn 一 mw 阶 三 角 多 项 式 , 则 因 | 一 全 | 志 刀 ,所 
以 了 一 也 的 一 切 费 耶 平 均 的 绝对 值 都 不 大 于 8. 
假如 ,与 05 分别 表示 阶 数 不 高 于 % 一 mx 的 三 角 多 项 式 # 的 部 分 
和 以 及 费 耶 平均 , 那 末 恒等式 
(nt1)on=So+ Sst. Sm 1 (Sn_ mt 二) 
的 末 项 等 于 Gm 十 1)#, 从 而 得 到 
"a (om 十 三 cn 一 (多 一 22)G m1 -0 
m1 


将 #0s, Gn-m 分别 代 启 卫 , ona( 了 )， 0n-m(f), 其 所 产生 的 误差 决 不 超过 


p+ (+B+Gm-mE ,mt2 gp 

mm 二 1 m+ 

由 是 得 到 所 要 的 不 等 式 、 证 明 完 毕 . 
定理 妈 假如 f(z) E (0, 2z), 那 末 当 1<p<co 时 ， 


-on fs Be (Bf)st et Bf)s). 


证 明 与 定理 8 的 证 明 相同 . 
定理 气 de A 则 有 绝对 常数 B' 适合 
1 一 cas 人 oo) 

【证 明 】 由 于 


nn 二 


i 
一 (n+2[L(% 一 1)cost 十 (n 一 2) e082 十 **。 
2 | | : 


+eos(n—D)H)® 
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是 一 个 阶 数 为 4 一 2 的 三 角 多 项 式 , 它 在 (一 “由 上 的 积分 等 于 
[2 4 (nd) | (Lent, 


所 以 


wx sin 2 
no- 本 fei 一 2 j* 
也 是 一 个 2n 一 2 阶 的 三 角 多 项 式 ， 从 而 得 到 
Uo) -0) | {td + -FOE) 


由 于 
|f (etd + 2 (0) |<20(20), 


o(20 = (2nt "1 )< (2nt +1) oI), 


所 以 
oslo) 
<o(5)lit ar | 
< 下 “(a 过)<6o 人 (过 三 ).，， 
mr 可 以 从 
ej pe idt + 看 | 人 dé 
明白， 由 是 
lu(e) ~f (2) | <60 (二 )， 
因此 z ; 
mem () 
由 是 可 知 


BE,(f) <120 (三 ). 
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将 此 结果 与 定理 3 相 结合 
Jf -oI < (i). 
证 明 完毕 ， 
附注 为 ( 户 <1l2o( 记 天) 是 而 克 松 (D. Jaokson) 的 定理 , 另 一 
_ 方面, 王 兴 华 ( 杭 大 学 报 第 一 卷 ) 证 明 
-oI<3o (Ee), 


号 是 最 佳 的 因子 . 
定理 @ 设 了 ={}, PF, V0， 记 适合 忆 ,( 了 ) 二。 的 一 切 连续 函 
数 成 函数 族 C( 五 )， 
pr(O(F))= sup, pn) 8 


那 末 
并 <p[lO(F)]< 于 PF 
【证 明 】 由 定理 3, 当 fEC(F) 时 ， 
Pf) EBB) t+)) < Ft). 
因此 ， 
pr[O(B)] 二 二 (Fa 十 … 十 本 
我 们 还 要 证 明 
pa(O(F)) > LF Fo). 
事实 上 , CO(F) 中 有 f1(z) 适合 于 ， 
po LPB) nl, 9, 


设 a 之 0, Pa, 了 (2) 一 也 ancos nw。 很 明显， 
Bf EF- PSE ml, 2 


6. 适合 信 w(oai 一 0 的 et 所 产生 的 瓦 伊 卫 卫 数 


从 而 


> (Ff —8,(f)) 


1 1 3 1 a co 
CH Dm vat yy &,. 


WW v=0 4=p+1 名 p= 二 1 乡 二 3 十 二 


pu( 乃 = 工 | 号 |< 二 号 17-=(CP1 


2 


另 一 方面 ， 
pa)>f0) -aolo, 乃 -局 o- 瑟 (- 二 )a 


总 的 说 来 ， 
pn(f) -vot ,0 (n=1, 2, 0 


对 于 函数 户 (一 号 (P, 一 Beosom 来 说 ,nC 了 ) 所 


pa(fD) = 于 (ma 十 … 十 四) 
定理 证 明 完毕 . 


6. 适合 三 9 (所 Gt-0 的 9 所 产生 的 丽 伊 定 函数 


设 a(8) 是 一 连 继 模 ， 
0<o(2) 一 (3) 和 oo(3 一 5) (0<6<56)., 


r>0, p(t+2m) p(t), 


wlp, 8) <Mo(8), | Ga-0 
.时 , 称 , , 
ORE TE Ds | p(wtt)oos (nt + 经 dt 


=1 1” TT 
是 由 9( 们 所 产生 的 瓦 伊 耳 (Weyl) 函数 , 简 记 也 EMW5 五 [四 . 
假如 
walt, 1™) =suplf "(2+ + (g—h) —2f° (2) |< Mt), 
wD ENFDw) (§>0) | 


We be NT Po rm 
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那 末 我 们 说 了 (2) 属于 形 厂 ?五 (oo 当 (2) E 下 五 (ao) 时 ， 
J(o) EN 厂 5 五 a(aw). 


下 面 是 叶 菲 莫 夫 的 定理 (1960, 苏联 科学 通报 , 数学 之 辑 第 24 卷 ). 


定理 1 设 j(2) EW HCw) (7>0), 


fraa-ofo (5)) 
则 了 (zw) 一 Sa(f, 2z) 等 于 
BR,(f, 2) =F {2) -过 | wz- | keos (2 tT)d 


~ Tra (P, 2) 十 O(n 时 (#)) 
这 里 


relp, ®) =E| tp 人 ed ot 


【证 明 】 简写 
sx(t) —sin [+ 可)t+ 媒 | 
我 们 见 到 
aR(f, =— Phil)™ | {p(t+) —p(0)} S(O —a 10) 
2 光 人 
= Sa potd) -pe))— 机 
kA+1 Ee ee 


-+ {p+ po)} dt. 
HIN -一 


pp 
未 项 是 7,,a(8, 2)。 写 蔷 


F(t =2008 人 


iy i I i A sin(k+1)b 
我 们 见 到 


wp 
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FD ~ Pe ss) 
由 是 上 式 右 方 第 一 项 的 和 可 以 写成 

B40) pot 9(®)] 


p(t) 一 


uD 
Ry 


-SatD of [p(z+) — (全 


= 名] [yg (z+ — CO] 人 


-At (get) — -9(0)) 


-名 2 Sh ,(t) — F(t) )at 


3 
SI 一 一 
2 


~—cos fr } 3 (br) 
{2) — pvt n2 名 十 二 ;一 sin2*+1 
a Pe [sm 23— Tt] 
吾 
+sin CE 2 LB) 


小 Pe) —p(s+) | si (n+ 了 D 二 一 sin “二 一 te. 
-= 4 sin? 二 
将 右 端 第 一 第 二 两 项 的 和 分 别 记 做 如 与 如。 我们 只 要 证 明 ， 
ch ee 
5.-0(nro(F), -0 oa) 
就 好 了 .要 证 明 第 一 个 等 式 ,首先 建立 
引 理 和 设 p(z)ECx。 则 9 的 费 耶 平均 cs-:(p， 2) 与 9(2) 的 差 


p(T) 一 Ia-l(9， 纪 -去 上 Sa P(r) 名 -+ ole, 去 
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这 里 
| a>0, 4 2 p72) ~p(s+ 2 )+ 9(2—-2)— —29 (2), 


利用 1/sin?i 一 全 (1 一 bm) 我 们 得 到 
On—1 (9， 2) 一 9 (9) 


二 ms 2 in2 Sy —2 
| Bp (vw)sin nt 之 (t+ hr) dt 
-1 本 2 sin nt 
| po) (2 于 )， dt 
1 2 sin ni 
志 上 ol a 
1 (六 sin nt \a 
去 | 人 (人 站 ) a 
i 1—cos 2nt 
i 和 p() 工 和 dt 
pn 
1 yo) 人 ,ow)( Sn nt 
rr | s PC) no 入 po)( 和) n 
a 
pr 
gy | 人 oat 了 了 
po 9(2) + 1a, 
ER 


这 里 


ls 二 wo 人 Dw Sa 
< 二 (二 Dao (w， 二 ). 


设 了 -1 是 适合 
En f) =inf|yp(z) —T,1(%) 1- [pte) —T, (2)1 
的 三 角 多 项 式 ， 则 人 


He 


6. 适 舍 | eg(Dat=0 的 g(t) 所 产生 的 丽 伊 耳 郴 数 275 


了 3 一 


I bs 了 009 2nt 
Br 人) 本 


区 仿 T (8) 磺 
+ 3 全 曙 
-aoc@ 划 
第 一 项 I 可 以 写成 
[aa va 


i 2 号 ( 2 3 (£4) )a 00g pk 
证 用 2 


ES 一 人 于 2t Tilt) 
= 厨 [也 二 | os2nid 


分 
+ 5 本 和 7 2) ~ 人 了 1(2) 


记 右 端 第 一 项 为 22， 那 末 
ao 人 3 1-n+0(e(0, 1) 
事实 上 , 右 端 第 三 项 的 绝对 值 小 于 
多 (ms onl, #) 


7) | 
所 以 右 端 第 二 项 的 绝对 值 小 于 
对 Ta(e+ 全 一 思 (一 中 


-et 人 | One 3 


又 因 


| 


Te-(o)l som (9, 


1 
pe 


人 
~ 
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这 里 |8| <1. 下 面 的 0,, … 的 绝对 信也 都 小 于 1, 简写 于 为 /可 则 
0 =#2T" {z+ 20, 下， 


i BT (2) = 8tT" (2 +20,t), 


FT(0) =4IT" (2+24) +T" (v—26)], 


由 是 
| 人 ] 


0 一 号- 入 全 To) 十 真人 


ob 


从 而 
5-0( 寺 放生 oe-o(olo 二 ) 


row a) 
总 结 起 米 , 我 们 得 到 
onalp, © —p(0) =| po)tdit+0 (oo (9p, )). 


27n 
另 一 方面 , 当 ] 引 <max ( 全， 总) 时， 
snp| 人 4 2(2)| 是 @ (% (%, z=)). 
从 而 , 当 4&>0 时， 
吉 和 -0( ) 


和 ol (2, 去 )) 


6. 适合 | (Dat=0 的 9 人 所 产生 的 瓦 伊 耳 函数 277 


Oni(g, T) 一 0(2) -去 | po) At+ 0 (w (%, 元 )) 


-Erato (lo 1) 
引 理工 证 毕 ， 
现在 估计 骂 ， 二 中 的 第 项 是 
Pb) {n+1) [gp(%) —on(p, 2)]— (E+1) [9(2) —orty, 2)]}, 
由 于 
gp 人 一 oo 办 = 一 区 ET | hg 人 四 性 +o(os(w 元 )) 


所 以 由 引 理 1， 写 着 os(o, 引 一 o 人 ,我 们 见 到 
ei hg 四 和 妈 On)o (二 ) 


a 4 全 时 时 +OGDo (TF)| 


- 工 总 Py tro )} 


区 二 十 1 


-or 的)-olre 人 ) 
其 次 佑 计 22, 其 中 的 积分 是 


Et pt) te 
Tw 一 
= (HH 了 信人 一 ze(g, o)}. 
估计 是 舍 着 
引 理 2 设 p(w) E(w), 则 当 4 是 方程 


4» sint _ 
| WW 


的 最 小 正 根 =a 时 ， 
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$2) 一 Si(9，2]) 
-站 {o-oorD aro(o() 
设 4 一 aa Qlv 一 1, 2, …) 都 适合 
而 以 &1 为 最 小 .我 们 见 到 
$8) 一 Ci(9， 2) 


工作 sin nt 
-Bs| PD pe 
2 


-二 | fc-9- pt a 


-1 fo) plete dt 六 
这 里 
b= OE $= pe potd), 
$0) E20), $0) =0. 
设 C 只 与 有 关系 , 那 末 :的 函数 晤 () 一 上 (办 十 Od 在 1 一 0 等 于 0: 
(0) 一 0. 
由 于 


所 以 我 们 可 以 选取 如 下 的 Qu Wt 又 因由 ( 拉 E2Ha(w)， 从 
由 人 一 曙 ( ta) 可 以 得 到 (证 明 见 下 ) 


hl =0 (1og La jolt), 
从 而 总 
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be -t+)~ O(log Ey 中 ot)). 
也 


因此 ， 


人 (en) 人 ) 
: 如 


[0 2 3 
o([ log 2 全 每 由 ) 


-o( 生 人 ”am + 
-0( 千 全)Coa-omg Bn) 
~ 0 (Blog(i+A)o =) 
南 访 5-0(o( 坟 )). 
引 理 证 明 的 完成 ,还 要 估计 业 (t) ， 由 于 


wR) < NFL >0)， 
I lt+ DD) + h) — 2 | <0), 


所 以 
fn Ct) 一 各 (250 Swot), 


2 ( 骂 )- yr (3 ma < (+). 
利用 由 (全民 ) 一 0 我 们 见 到 
2 < 
<o (WM) SB Ct), 
< + 00) 


简写 4 一 工 oua 作 多 边 形 (折线 ) 函数 3(t), 使 
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下 其 )- 册 ( 襄 ) 
当 mm 一 0, 1; … 时 成 立 ， 置 
~"[wr, 率直 
由 于 
PAOESIONIE A OCS) 


当 tihEL, 0<h< 3 时 ,成 立 ,所 以 


信 ( 由 的 一 3 提 )-0(o( 吉 ))=0(6(0)) 


在 上 成 立 ， 这 就 是 说 , 当 tE 二 时 , 中 人 -3(D)+O(oG))， 由 于 


= | 
ee + | hn( Br) 
el (各 让 


a 三 
log PE <logt < log sa" 


从 而 
mo 本 log 
21<n eo) )+0(o( 志 )) 
=0 (log < w(t)), z 
bh) =0 (log at) of). 
引 理 2 证 毕 . 


利用 引 理 2 我 们 得 到 


6. 适合 ed 的 gl 所 产生 的 瓦 伊 耳 函数 28B1 
工 3 = BH PE {n+l) (2) 一 了 (Po 
rm LT 
一 (k+1) = 2)]} 


= SY 5 i sin(n+ Dt as 
=- 号 et 伟人 tle-d -etd 


HoleG)- 疙 pe-o-ret 
agearolto 人 让 

oa 了 mT in (n+1)+ 
Et 


A ) 


这 时 
gt) =p(0—t) —9(2+t), 
P(t) ELH,w), pi(0) =g(m) =0, 
. 写 着 
(oT) 
则 


$0 (ED) 


in(k+1)t 
n=[ 下 tt. dt— pi Ot 


ET 、 信 二) 
- 防 i hm 人 tm 
0 


由 是 ,车 能 证 得 


90-0 所 时 坟 


， 那 玉 有 常数 OC 适合 
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nol (fe w) td 


t 


+ofmi(f* a (0). du ] 人 Cl at 


2 0 eh SW) jw=0 (zo(=)). 
从 而 
#00 (区 
因此 ,定理 1 的 证 明 ,用 下 述 引 理 8 可 以 完成 
引 理 3， 设 炎 的 是 五:(w) 中 的 一 个 函数 与 + 的 一 次 式 的 和 , 则 当 
网 (0) = 出 (@) 一 0 时 ， 
Wt) =0 (| 2 av) (0<t<d). 
作 以 24 为 周期 的 周期 侦 函 数 J(), 在 [0, 四 上 ， 知 全 = 水 (0)， 
我 们 见 到 
pt + uD) 2 0) =0 (wh, )), 
y(t) =0 (wa, 20)). 


I < < 过 ,，a 介 是 类 (的 是 最 佳 于 近 的 到 阶 多 项 式 , 则 


m+1 
如 (0) 一 六 (一 信 一 Ta(0) 一 Ta( 一 +0 (wa (yr， 云 )) 
= 7%,(0) + 0(ws (pr, £)) del<y. 


设 


由 于 
(0)=0, wo()=0(60)), 
所 以 从 


DFW (0) =0(0a(), t)) 
得 到 


WO = -tn(0) +0( o( 二 ))+O(oG)) 
=—itTh(0t) +O(w(t)). 
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利用 
[0) -TaD 1 =0 (0 (Wr, ) 
含有 
[TD =0 (ws (pr, 5)) 
a 
(人 a 请 2 


和 
os 全 we Gh, 24)), 
; Bos (yp, I) = Oiwa(Y™, 2d)no) = O(a(2d) ) 


-0( 志 w(t) ett ) -0(w()). 
因此 , 当 0<t<a 时 ， 
yr) pe) = 0 (oD + 名 ,2 (Wb”, 5) 


=- 0(oG 二 让 0 ( 少 I) du) 
oD 2 du) 
-0(o0+t| 和 2 wv) du). 


另 一 方面 ，e 一 二 (2g 一 如 的 话 ， 直 ”ow?du 不 小 于 


引 ” De pd: Mt pl) 3B. 


Ty -25 二 
从 而 (0 一 0 | ”wlww?du)， 由 是 


$0 -oo 人 wlwu? du) = Ol: wl?du). 
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证 明 完 毕 . 
现在 探求 "wet9， %) 的 性 质 . 
定理 2 设 f(z) € 玉 入 了 H;(w)， 则 
”»,2(P, L) 


=- 三 | fp(o) 一 po ein (nt + Br sint 3 -+O(o (去 小: 


证 明 须 用 下 述 引 理 . | 
引 理 和 “固定 正 整 数 , 当 g(z)E 豆 s(a) 时 , 记 元 | 9 (9)cos no dw 
的 绝对 值 的 上 界 为 O 织 (@), 那 末 


cp-o(e() 
【证 明 】 由 阿 耳 泽 拉 (Arzeli) 的 定理 ( 见 泛 函 分 析 的 书 )， 存 在 
9 二 g(t 十 2x) 适合 于 


OP (0) =E ,9 (0) ounde, glo) € Fale), 
函数 
1 + ) 
属于 五 :(%), 事实 上 ， 
[Ags (0) | < Ag(0) I <00). 
由 于 


二 | onaeaor 


gs Le (2)， 
所 以 


工人 glo)oonne de- ge(s)eosmmdnm OF(o). 


TT 


由 是 , O89? (w) 等 于 


rt 了 
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I gs (2) Cog LAH= [9:( 生 ) 一 gu(0) | 08 2 dz 


-2 全 (0)cos zdz 
<o( 呈 -oo 人 二 
引 理 4 证 毕 . 


【定理 2 的 证 明 】 积分 we(g, z) 可 以 写成 下 列 两 项 的 和 ; 


Br 
sin{tnz 十 Sin 
二 | [ptz) 一 es 
sin 可 


+ 高 | ,外 —g(z+t)] 008 (nt + 经 ) at. 


未 项 由 引 理 4, 是 0( (三)). 由 于 


1 2br+i)-, 


2 


所 以 
rnelp, 四 一 二 | [人 -e+olan(u+ 帮 ja 可 可 :ole() 
-地 | [g(r2) —p(s+t)]: (eos (= -t+ 经 ) 
-oos (a5TIt+ 施 )} 六 + O(a (=)) 
-区 -oos 终 | Ap (2) {oos(n+ 1)t—oo8(n—1)t} SB- 
+o(o (二 ))+ 喜 | 一 (2 一 切 ] 


-fsin (n+1)t—sin(n— 一 芋 半 } 一 二 攻 
- 志 om 记 仆 + 人 + 吉 血 过 人 


+ofo 人 元) 
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从 引 理 2 前 证 明 ， 由 于 op(z 一 芒 一 p(Z 二 办 属于 23Bs(w)， 当 上 =0 
和 t=w 时 ,其 值 等 于 0, 所 以 有 常数 O 使 得 


J [iy (2—) —p(2+ lsin(nt1)t 


n ; 
< 他 省 log ST wlt) -a 


-0($)o0 -0((D)) 


这 里 gu 是 适合 
Fn —1 - Cn t 
-ee 与 忆 df 
的 数 ， 并 且 : 
J -p(s+ J]ain(ntl)t G0(o(i)) 
事实 上 , 与 a 的 差 是 0 (去 ). 
为 了 估计 
以 及 
dip(o)oos(niDt 
我 们 建立 两 个 引 理 . 


引 理 5 设 gp(z) EHs(w)， 则 当 p(0) 一 0 时 , 均匀 地 (对 于 四 成 
立 着 
=| wsm-DE 区 


圭一 ] 


| p(t)sin (n+1) 并 - oo (a) 


名 十 了 


【证 明 】 先 将 了 ,写成 


这 | {e 瑟 p(s ) 一 (n+1)p Gs) dt, 


6. 适合 | (pet 一 0 的 9 介 所 产生 的 瓦 保 耳 卫 数 。287 
又 将 4…} 中 的 式 子 改写 为 . 


[0-Do (Gs)- +do()] 


El 


te rr) De (| 


第 三 项 当 or 适合 -下 访 > 2 时 ,是 Ofw (于 )) 事实 上 ,此 时 
-oneoyrafe 公 ) 


(=ofeG) -oo 


(站 一 十) p (和) (tlD) g(a eo 二 )- -Ofnio[( 二 )) 
当 -党 蕊 >2r 时 成 立 . 我 们 下 面 将 证 此 结果 当 4>m 时 者 成立. 
这 样 一 我 们 得 到 
名 [to( 失 


从 而 


ers( 和 四 | 
-0(o(#)). 


从 而 J 一 3+O(w( 坪 )), 这 里 


7 Do) (2 
, -e+D[e (名 芋 )-o (各 注 ) 宫 (etD a 


将 { 上 } 内 的 式 子 写成 (%, 加: 十 人 十 二) (hw, 引 s, Yn 写成 
太一 了 十 (mn 十 1) 如， 


+» 下 而 将 证 ( 引 理 6): 假如 A2) E 吾 3(o ,A(0) 一 0, 0<mr<my<m, 那 来 
襄 和 一 部 (22) =0 Cd ow 朗 ). 
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及 = 立 人 (%, #)1 2 di 


R=no J 0 (grit)3 
eT" 1 
人 | (有 Ds Rd 


G, Di= (0—D [pe )- (e+)| 
el ( 宇 + 人)-o( 人 二) 
C0) 
i 人 于)- ,ae 人 
由 于 , 当 0<t<axr 一 ar 计 , ($, 介 1 可 以 写成 
Ct Dl ale | 
-er (SH) -ee 


所 以 利用 下 面 引 理 6， 


(%, t)1=OGt+1)| FE -ak2) dz| 


en “(tT)+ 有 


Row 人 去) 
BL 


为 了 估计 23。, 我 们 证 明 : 当 tf> 二 时 


:oto 


0 (i 


从 而 得 到 


设 yz 二 则 将 积分 
-工人 00) SP nai go (f 空 :wu-5) 


oo + 
中 的 p(w) 写成 


6. 适合 pLDat 一 0 的 pbs) 所 产生 的 瓦 伊 耳 画 数 289 


0 
我 们 见 到 
Sp 襄 g( 工 】[ 至 -中 Gocoa] 


eT 


-二 g( 关 (各 -o)+0( 击 (2))+0(o(5) 
-去 ?( 关 )( 扫 -~ )+o(e a 
填 7 一 t 以 及 7 一 1, 我 们 得 到 所 要 的 等 式 、 从 而 
oer (tt) Ee 
-[ (S37+ 和 于)]+ oo(#)). 
我 们 不 妨 假 设 
(Er) -~ ,ac -0 


否则 的 话 , 取 适当 的 io。 考虑 (0 十 bxt 十 cx( 代 g(t)) 好 了 ， 从 这 个 
条 件 , 我们 见 到 


机 CC) 
(o( 


p (人 + +a47)- ? (2 Qe 元 ))g 公 


由 是 ,有 常数 CO 适合 于 
5<0D i 剖 Ch, ad 


<o 训 {erDo( 且 Ie 和 +o(#j 梳 
-0m ( 革 [ee 各 -4 -0 eo 
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因此 
| (n+D) D0( wo( 二 . 
T+ (atl)D-0(o (i)), 7.=0(%(T)). 
引 理 占 的 证 明 , 还 要 用 引 理 6 来 完成 ， 
引 理 各 设 h(w) E(w), 天 (0) 一 小 则 当 0<2<o<r 时 ， 
工 去 ReD 一 二 hw) =0 (过 云 )oGo)+o(| oo) 区 ). 


和 设 & 是 方程 
” gint [ua 
| 几 一 可 


的 最 小 正 根 , 9>0, 记 


那 未 
工 at &. at 
I .二 | [2 到 h(t lsin sin 2 一 全 sn 引 全 
A(7) . a 如 at 
下 oan nt 时- 
由 引 理 3， 
A Thi= 0 ou gu, 
上 式 末尾 的 积分 等 于 
村 -号 (9+OGP))， 
因此 ， 
,=0Dhs), ow? du -dt + Onh(n)) 
h(n) 
+ (2). 
由 于 


h(n RO)I = OP) ofa dy) = Om) ), 


6. 适合 pCDat 一 0 的 p(t) 所 产生 的 瓦 伊 于 亚 数 291 


所 以 
1. (0 


因此 ， 
[于 soy) -去 hey]( 主 -各 ) 


7 (去 wzD )+ 0 (二 ole2) ). 


积分 之 差 Ts 一 Ta 可 以 写成 
二 人。 [2 一 二 ho 人 w， tt 人 | 村 -GOGm)] 


-人 [RD 一 上 Go Dat+ ;4 2 [本 -对 au+OGs)) | 
这 里 人 gy, 四 一 -sin 全- 名 sind]/* 因此 ， 
TO0(| st), ww(o)arsdo Ge dj+o( 熏 ja) ) 
+0 (| 1 人 (0) pve Ce dt)+0 (全 (ew)) 


Olgah (zs)) + 0 (去 wz) ) 
+ (二 seo)+ 信 wu dV, 
最 后 的 积分 不 小 于 
oo0( 二 201 Das 
从 而 得 到 
全 sy- 去 %@9](-) 
一 o( 云 ol +t wma) |+ 0 ( 上 wm(2) v2 dw) 


(二 om) or ov)o do), 


起 -> 去 - W(X1) 一 去 - 四 (za) ， 


证 明 完 些 . 
总 结 引 理 5 及 其 前 述 议论 ， 我 们 得 到 
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Tetf9， 一 训 -9 猴 上 Ap(e) foos(n+1)t—oon(n—1)t} -GH 


+ 二 血 丢 六 Ge--oc+ 


“fsin (2 一 工 )# sin(n 二 本 对 十 0(w 人 
因此 ,我 们 还 要 证 明 第 一 个 积分 在 [z, cc) 上 的 部 分 是 O(w (开放 ). 设 
T(z) 是 p(w) 的 % 阶 最 佬 通过 多 项 式 , 则 
Sp(o) =AT,(o) +0(o(E)). 
由 是 
六 4 {2) [eos (n—1)t— cos(n+ 1)tt"? dt 
=0(% (3))+ | Ar. [cog (n—1)#— co GD 日 寻 
将 末 项 施行 两 次 分 部 积分 , 得 到 
人 dq (rx) [cos (nC—1)it—ecos(nti+1)t ?a 


-0 人 (oa 人 二) -六 [去 CerseoD) 一 二 人 Ze) 二 4Tv] 


cos(n—1)t cos{n+1)t 
i 


9220 
-o(o(D) ol 0) 
总 结 起 来 , 我 们 得 到 
rsp; 一直 cm 多 | po) [eostn+Dt-oos(n- 了 D1] 人 


i Ip(z+t) —p(o—t)] 


“ [sin(n+1)t— sin(n—1)t]— tO(w (= =)) 
- 计 | [opte) 一 ~p(wtt)]*| eo (@-Dt+ 和 经 ) 


-ort 全 +0) 


i whiir 


一 


6. 适合 [oli)a~0 的 p(t) 所 产生 的 瓦 全 耳 王 数 293 
定理 2 证 明 完毕 . 
在 定理 2 的 基础 上 , 我们 可 以 计算 开 8 五 1(%) 中 函数 的 “部 分 和 ” 
的 还 近 状 态 , 本 
定理 3 设 | oGowrxau=OoGO)) 则 
Sa (WaH1(w)) 一 sap lrnaly, ©) 


- 工 tagncop(o) +0(o (2)). 


证 明 是 需要 修改 定理 2 的 结果 成 如 下 的 形式 
引 理 7 设 fo) EW 有 Hs(%),， | owtduw= OoG) 则 


roa(p, ©) =S:+0 (wo()), 


这 里 


2r8;- 人 十 |” |v(o- 荆 -E54) 


0 名 2n 
一 网 (e+ ttese = cos +t dt, 
Be [0, 名， 及 了 全 是 一 整数 . 
另外 ,我 们 的 证 明 还 依从 到 下 述 
引 理 咏 设 上 是 不 大 于 的 正 整 数 , 则 


可 glo)oos na do 

ro 人 的) 

假如 gE 豆 ,(o), 那 末 右 端 的 CPP (o) 改 为 Cf (o), 这 是 
， | 三 | geoswz gn 


SUp 
DE Hstw) 


的 上 界 ， 当 9(2) € 五, (w) (i 一 1, 时 ,假如 有 常数 4 5 使 g(2) 十 qz 
+ 成 一 周期 函数 (周期 是 27) 而 属于 万 (Ko)， 那 末 g(z)E 了 H,(o)， 
首先 证 明定 理 3、 利 用 引 理 7 和 引 理 .8, 我 们 见 到 
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， » 1 
SoD, rasp, D1 EIS +0(o(5)) 


< "Sr 


< 亏 3 十 证 [kop (+o(o (+ )) og Ce+1)| 
+0(w(3)). 
Es (WP Hi(w)) < EL om(o)+O(w( 工 )). 
其 次 估计 上 式 左 端的 下 界 ， 设 郊 是 -- 正 整数 , 作 Fe) 如 下 ， 
A 全 名) -0 


二 | 了 ( 志  ) cosidt— 一 Op (o)， 


从 而 


- A -人 


将 [一 7 呆 顺 次 分 成 九 个 区 间 ， 荆 ,Js，…， Ts 其中 [一 二 ,二 ] 
定义 如 (o, 使 它 在 五， Ts, I 了 r+, Te 上 其 什 为 0; 在 Ts 和 Is 上 ,其 值 分 别 
为 7(a) 以 及 一 f(z); 在 Ts 上 ， : 

Br 


Vn 2) =Y (2) sign sin -5 ， 
Go) ~ wo( 4 +2%) (EL), 
hl) =— Lo (4 -9s) (E10). 
这 里 的 y(2) 是 [一 二 ,二 ] 上 的 坷 函数 ;在 [0, 二 | 上， 


7(0)——S (2), 


ne 
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当 w+ 莫 在 [一 去 ,二 |] 时 , jy(o 圭 从 一 yw) <w(h)， 册 于 
| WP) Spo2) (p>1), 
所 以 , 当 j>>z 时 ， 基 
ly 人 -及 一 y(o1- 香 oz 二 ah) + 有 azfel) < 号 boCb) ， 
由 是 可 知 号 <<g<T， 由 于 y(o) E 百 i(o)， 易 于 明 自 ， 加 (o) € Hi(%). 
对 于 网 来 说 ,我 们 见 到 mr 人 和 0) 等 于 
In 一 3 1 Ej 2 4 
总 克 于 |, be 2 并 
-bh (E+ ) | eotdto(o(L)) 
-外 琵 直 凡 (二 -2 ) 
(aa 人 人生 对 人 oa 
nd) 


wR 1 Pi i 5— 8 
总 | | 7 (三 + 人 ™ ) cost dt 


/ -去 站 7 仁 - En )oost }+0(o(3)) 

-$yoP(o) ro(o(1)) 

~0P'(o) og n+ 0 (om(#)). : 
因此 ， | 
GW ra lh 0) ~ EY Op (o) +0 (oli)). 


结合 前 面 所 得 的 “<< "的 结果 ,我 们 得 到 定理 3 中 的 等 式 。 
”定理 3 的 证 明 ,还 要 建立 引 理 7 和 引 理 8 之 后 来 完成 ， 
【 引 理 7 的 证 明 】 写 着 
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六 me 二 da (mt 十 ) sint -一 一 5 


3-bB8 


-> 
从 定理 2 得 到 站 
af i 
首先 证 明 J,=0( (六 )). 记 
3+87_s 5-8 
2n 


二 0， Db, 


到 3 ee oJ 1 +s, 


Gh po) plot m9) -vp (z+ 二 )), 
我 们 见 到 
7.={ (w, t, 由 血 (w+ 全 Jany 王 


+n( plz) —g (z+ 外 sin (nz + 名 ) 轩 [2 
由 于 5 -一 0( 工 ) 所 以 最 后 的 积分 等 于 。 


+ sint |? 
n i 


一 伯 


+ 站 .ew 和 ) 备 ( 宇 中 w-o( 雪 ) 


我 们 知道 ， 瑟 2(@) 中 的 画 数 , 当 [6, 可 的 两 端的 值 等 于 0 时, 它 在 
(0, 四 上 等 于 O(o| wlw wau). 因此 


名 (9(%) —9 e+)" See (=) 


Ja 的 来 项 等 于 0 (3)o (二 )， 向 再 , 当 二 rst<25En 
.时 ， 


po) p(t) [pg(e) —p (+)]— 而 | oo 加 


6. oo 所 产生 的 瓦 伊 耳 函 数 ” 297 

由 是 2 
J Br o( 2 工 

3 | a it, %) sin (m+ 坊 te + ge )o 2( ) 


+ Oe | ww du 上 at). 

由 于 
区 
所 以 上 式 末 项 是 O( w ( 却 ))， 我 们 得 到 
ECE oa(1)) 

lA) 

0(f oe 人)+o( 0) ol (#0) 
事实 上 ， eh wu)! du) = 0 nwo( 二 )) 所 以 上 


式 中 的 二 重 积分 等 于 Oo 元) 
其 次 ， 我 们 讨论 积分 
Js. (zx, t, msin(u+ 钙 ) ant 与 到 


2 C 
二 Fi ep 


置 w= [wn/2 2, ?+ 


To 人 时 (w, +, ma 人 n+ 全) 人 一 .及 十 
由 于 
| gin oogw 6 人 ) 
所 以 


oe a me 


和 第 世 三 角 多 项 式 的 坎 近 论 J 
0() 
“(¢, £, 2) Hin 2 + 如) ot : 
-人 (2 e000) wr G0, sn) ain (w+ EE) 
+ 他) Gb ain (w+) 


末 项 是 0 ( (二 )), 第 一 项 的 积分 是 


» 和 


及 | + | 3 ) au| (az t, n) sin {nt + 各 ) 邮 


Wy w 
2(k+ Dx 2 
加 各 (二 oOD)a( 人 
乔 ， { 世 ， 多 n) sin (nt + 公 ) dt) 


Bb +. 


nl 


-六 


p + C++ ke 


4 > 全 | 人 t, sn (w+ 多 )# 


p+ 


+0(o(#)). 


上 式 中 的 二 重 积分 等 于 ee ( 志 ) 省) 从 而 


du (0, 6, n) sin (nt + )d= 0 (0 € 动 ) 


加 | 和 和 
b+ 2 ww + 


b +t 


ne wt" )] ontt 


We er tid bi 机 


6. 适合 | “pli)at~0 的 9 所 产生 的 瓦 伊 耳 函数 29 自 


至 于 及 其 性 质 比 较 容易 明白, 它 是 0 ( (十))， 因此 ,我 们 得 到 


vs- 二 写 志 |” 2(%)— p (2+E+ Ee)] cost dt 
+o(o 人 二) 
最 后 处 理 几 , 它 是 区 间 | 一 z>， 一 2 二名。 | 上 的 一 个 积分 ， 慎 
mr 3+Q Se 
2 多 % 


我 们 见 到 ; 
(z, t, %) sin (mt + 种) et 


Ce) 


一 T+ 守 


| 2， 看 mn) sin (nt Be Ee 


1 2k 

2 2 7 

一 一 3 人 (2 sin 0 
E11_0 i 好 


(| ee a ){, #, n) sin w+ 人 ) a > 
积分 : 
We b, n) sin (mt ki) dt 


3+8 ,Br), 
可 rz 十 各色 


0 ee 
a 1 一 G， n) sin ( 


D 
--| a (£2, t—%, n) eosntat. 


2 : | 
一 一 |、 Cw, 一 上 一 0 n) cos nt dt. NR 


与 前 同样 , 我们 得 到 
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_ 11 a | 
et 


+0( 加 芒 4 和 (RE)+o(() 
合并 J 十 .Js 十 J 的 结果 ,就 得 到 引 理 7. 
【 引 理 8 的 证 明 】 由 于 <m 在 
| Cav) coosne dz~0 
的 基础 上 来 讨论 自 ;(w) 中 的 函数 9(z), 所 以 我 们 不 妨 假 设 
9()=s (2 可 )-0 
Ch 2 一 2. 的话, g( 站 -4) 一 0)， 
、 由 于 h(0)=h(d) 一 0 De (@) 的 话 ) 含 有 
je) =O (log 到 fo) ) 
在 [0, 四 上 成 立 ,所 以 从 
|g (3 ( 一 +)+g (让 一 hh)- ee (h>0) 
得 到 
g Ca olog 二 oO 小 
闻 样 可 得 3 
(ola09)) 


,( 称 - 紧 加 -60m 误 oO) 


一 


因此 , 将 g(z)oosnz 在 [0， 24z ] 上 的 积分 分 成 三 个 区 间 


[二] [各 容 - 吕 | [区 -部 等] 


% 2 ” 及 


上 之 积分 的 和 , 我 们 见 到 第 一 与 第 三 两 个 积分 都 是 O (208 和 (三))， 
从 而 得 到 | 


a P00diw0 的 p() 所 产生 的 再 伊 定 函数 ”301 
人 pe 
: +0( 8h (1)), 
nD) -g(t+ 隆 -) 


则 


91(0) -0, 91 (Tn )=0, n€ fslw), 
画 数 
| 


(Et< tr, 2 一 0 1, 2, 一 2 
名 名 


适合 
oa 2 ) 一 af 人 已 一 一 ga (2 天 - :), Ya (EE)=0, 


以 及 . 
(2E—2)T 《和 E 一 稍 2T 
La 


gall) sin nt di=— 人 "gisin wi db, 


并 且 具 有 周期 
， :ga(t+ =gs(t). | 
由 是 , 记 积 分 


1r 符 
去 | 9(2)oos nw dx 


TU 


的 绝对 值 对 于 g(z) € 羡 ,(w) 的 上 界 为 5, 我 们 见 到 


gsmp|L Co (85. (1)) 
(2k—2)r 


一 sup | |. galt) sin nt os 十 o( Dog 。 (3)) 


由 于 
ga (t+ )=g(); : 


ee 
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所 以 
S—(h—1) sup | ga(t) sin nt | ro(Pes (1)). 
又 因 
Cplo) -0(o(a) 
所 以 从 
S-DiOP +O( (人 二) 
得 到 We 
s-t onc +o( 2)»(#) 
。 引 理 8 证 毕 ， 
- ”定理 生 假如 w(t) 具有 定理 3 中 所 设 的 性 质 , 那 末 当 >>0 时 ， 
Ga, (WEH1 (0)) = En On (w) +0 (w(t)). 
【证 明 】 证 法 与 定理 8 相仿， 详细 的 过 程 从 略 ( 见 叶 菲 莫 夫 1960 
” 的 原文 , 歼 文 已 在 定理 工 引 用 ). 


了 .用 线性 求 和 法 求 富 理 埃 级 数 的 和 
设 和 一 [Mrl (nm, b=0, 1, 2 …) 是 一 无 限 矩 隆 ， 对 于 勒 贝 格 - 富 
理 埃 级 数 ， 
fw) ~ 十 于 (tx Cos bt br sin 82) ， 
作 级 数 
U, 《Ff, = 学 A Dh 00 kot Br sin hw) 
假设 一 切 级 数 DT。( 户 Ee 那 未 UV,(f， 四 -Fa) 何 时 成 立 ? 卡 
” 拉 马 太 (Karamata) 和 多 密 起 (Tomié) 于 1955 年 证 明 , 三 个 条 件 
{ i) 和 nx 一 > {n>00, k=0, 1 有 
(i) Am=0[L(log) -1 (4—>00), 


GD 加 一 有 1og [各 二 和 1 人 4hal<C 对 于 类 一 % 万 立 . 


~、 
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保证 口 ,(f, 2)~>f (4%) 对 于 fE Cox 均匀 地 成 立 ， 对 于 这 个 结论 , 济 曼 
于 4959 年 (YMH XI 指出 条 件 (i) 和 |Xwmi <O 是 必要 的 ,此 外 ,下 述 
pe 要 的 , 一 切 级 数 


{hw me—n| 一 An, m+} (m= 二 2, “1) 


都 收敛 ， 其 和 关于 是 有 界 ， 鲍 沙 夫 (Baycon) 于 1965 年 的 数学 汇 刊 
Go6.) 上 发 表 了 如 下 的 定理 ， 他 指出 定理 中 的 条 件 (*) 较 居于 (in)， 
定理 1 假如 有 mm 使 
ml, 


那 来 当 了 EOsx, n>o0 时 , Dn(f, 2) 勾 禾 子 f(z) 的 充 要 条 件 是 
(1) Nal (00); 


(ii) m0 (es) 
以 及 
Gi |Xwol 十] 二 号 天 une. 
【证 明 】 简 记 五 名 二季 wm, hn 一 和 
Ha lol+ el +t hat ml | 
定理 的 证 明 是 依靠 着 下 列 不 等 式 和 等 式 ， 
(I) [| < Hi=0, 1 2, 1, m), DMs OH 
(I) 假如 入 一 ct， 五 "<C， 那 来 有 绝对 常数 〇 适合 


条 件 (*) 的 左 端的 和 数 ,其 =2m 之 后 的 一 部 分 是 
3 Cm) | hn > ih , 


入 + hoo be|do=01 加 3 天 ln_x 一 xais| 十 OCEm) 


由 是 , 号 砷 Ps :| 是 一 收 伍 级 数 ， 从 而 ， 注 意 到 xna= 0 (oz 让 
级 数 


EO -rr me 
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,一 各 十 全 Nx cos 
在 (0, zj] 上 收敛 于 一 正 值 函 数 (可 以 经 过 两 次 和 差 变 换 来 证 明 ), 它 是 
一 个 富 理 埃 级 数 , 就 是 说 , 及 ,(t) EL(0, 中) ， 由 于 了 EC:。 成 立 着 派 司 


伐 耳 等 式 


[ft EO) ga hlorcos hot bsin be) 


条 件 ha=0 (55 万 ) 对 于 此 等 式 的 成 立 也 是 必要 的 . 

此 等 式 对 于 任 一 EC 成立 的 充 要 条 件 是 ( 尼 可 里 期 基 , 1948) 

Ml (n>00, h—0, 1, -…) 和 JIE,) ldt<0. 

由 (ID), | 1K。()14t=00D) 的 充 要 条 件 是 在 (*) 的 基础 上 ，(iii) 
成 立 . z 

定理 的 证 明 , 归结 为 建立 (D) 和 (ITD) ， 首先 证 明 (D 。 当 im 时 ， 
从 恒等式 i 

,ES ,Wm 3 84 
和 一 (mr 一 DT 和 一 室 - (mm 及 -和 x_i 

得 到 


了 一 ot De 


Ay_1 > ea 3 (m— Eh) A A 
此 时 |h%| < 吾 。， 现在 写 着 mw 一 [他 
eo | mi—l1, Pa 一 】 WH—1 xk—1 
入 |4l - 品 |2v+ 写 人 | + [dm A 
= t=0 . | $= k= t= 
+ 六 


下 二 中 


1 一 下 m1 
<m4w| 十 习习 14M| 


PN 
生 二 下 四 


mi—i Kk—l oo oo 
+ tw-mlawl+ 转 加 12nl+ 训 六 ln 
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搜 一 1 
1 4 号 p23 a | A Ag_1| 二 2 《3912 一 前 | 人 PA! 
十 2 (hm) lA). 


从 上 面 的 第 二 个 恒等式 , 我 们 匈 到 "| 外 w|<O0H,. 由 是 可 知人 DD 成 立 . 
最 后 证 明 (IL)， 由 于 
. ee 
记 以 
EO 半 寺 > Cog A 
在 0<ti<r 中 收敛 ， 写 着 
Ao~= A N= A Fl, 2 = 二 1) 


Mh (<z< 中 )， M0 (F<m), 


= -2 一 于 Mm (要 < ， N=0 (> 至 )， 


外 (o<i<2)， M=0 (=), 


那 末 
KQ) = 池上 二 (M+ A x) COS a Cos bt, 
置 
A A 二 (MEA) CO08 mi, 
B=B(t) = (MM— NM) sinmt, Bo=0, 
我 们 见 到 ， 长 () 也 可 以 写成 
Ces 令 .+ 二 (hueos H+ Br sin bo). 


由 于 8 a 所 议 
Bho|lAd Axl t ER Bl EOH,, 
将 K (2) 的 部 分 和 施行 和 差 变 拨 之 前 ,引入 下 面 的 记 法 ， 
sin (+ 各 
一 一 一 二 一 ， 


功 信 = 琳 ， 芒 的 一 半 十 阅 cogpt- 


et = arrqeerg 人 tn 
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工 一 cos (5 十 全 二 _ 
4(8 十 1)sin2? 误 


Ht 一 ET (Dol#) + 十 D, (2)) = 


ces, (z+ 3) 
ey 


Dl) 一 一 喜 cte 喜 , Di{1) ps DD + Binvt= 一 
2 sin 人 


sin(k+1)t 
4(% 十 1)sin’ 志 


F(t) = 让 (万 人 十 … 十 政信 )= 一 


施行 两 次 和 差 变换 ， 
分 + 3 (du cog bt+ Bo sin Bt) 
等 于 , 
GD {PD + PDP) 
-+N(AAwFy 1+4ABy_ Py-1) + AxDy(f) + ByD Ds(#), 


从 上 面 的 讨论 , 易 知 最 后 三 项 是 ol1) (六 一 ce)， 从 而 在 [8, 各 (e>0) 
上 ， 勾 伍 着 
并 (而 一 之 (FH1) {PAPE() + 4B PL)}. 
由 于 之 8 十) A441Pr() E142 十 | 4 和 | 十 0 
在 [0, xr] 上 的 积分 小 于 QOH, 所 以 
| [KO | <[ (E41) RBF dt OH,. 
定义 


TFF), MCW) =0 (FET<<7), 


我 们 见 到 


| lat) sin mtlai | Oe aa 2 Gp 
0 0 . / 世 ? 吉 
zm (Er 


一 |]。 dO (b>m), 


全 


Pl 


7. 用 线性 求 和 法 求 沼 理 埃 级 数 的 和 
-Dy 
| | 区， Myr|dt = 全 1 Wt 


3 rT at 
< 所 | ETD (F220), 


| | 3 (b+ DPB CF,— My) 


dt<0 Bo ai we <OH,, 


| [3 之 (站 十 工 ) (42 入 一 小 入 )sin mé M(t) Jason 
从 而 a - 
玫 | 二 一 
人 KO ld < |. | 全 (b+1) 4 Be Ma (d) |as+OHn. 
，” 右 端的 被 积 函 数 等 于 
tn—1i i—i 
ABrMr+ Dh4Br LM ~ Mi_1] ~mABn Mn 
-1 | 一 1] 本 机 
SS 2 dB 十 ?BM Mx-1) —mAB, Mm 
m—1 
立 B: [My— My-i] — BaMn_i~mAdBnMm_1 


+ HhAB, [My— Ms. 
当 0<t<w/(%+1) 时 ， 
| ET D0 -D0 | -os 
因此 ， 


Sr sinvtl 


L200 - Ey 
在 区 间 了 <1< 生 上 ， 


UM- <|ant (加 一人 | /am 人 <0. 
4 sin 


又 因 js 的 一 Mi 人 在 [至 , w |] 上 是 0, 所 以 
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[0 ID di< 
又 因 md4BnW it) 在 [0, 四 上 的 绝对 值 等 于 或 小 于 
[Ma (1) | BBABs| 
= | 1。 :人 | | sin mt| AN 十 |4228 1|) 
< | M10) |OH |sin mi 
从 而 


3 SE 页 | 
| |[m ABn Mm_1(t) ld<0Hn|" 一 -ds 于 OH 
9 0 4m sin? 一 4 


我 们 得 到 z 
[ereno le 


<o{ 写 [ 王 B( |+| 翁 ( 右 )|] 
+ (六 )|+a 中 


结合 到 || 玉 (1) | 而 利用 (1), 我 们 得 到 
人 Egg dt<O 写 于 | 一 和 sa 十 CE。 


要 建立 人 TD 的 等 式 , 我 们 还 须 证 明 反 向 不 等 式 一 一 就 是 说 , 要 将 上 
式 中 的 “ 专 ” 改 成 “ 宕 ”， 问题 是 在 查 明 不 等 式 
[ME40 at > [MM (k+l) A BF (i) [a -oH, 
右 端 第 一 项 的 性 质 ， 事 实 上 , 成 立 着 
(|B + BFP) 他 | 


[mm/2] 


2 [MM| ) 1 
> 二 守 一 和 of SB HPN] 


号 (om 一 人 1404 二 有. 


km/ 


7. 用 线性 求 和 法 求 定理 埃 级 数 的 和 ”309 
详细 证 明 见 捷 里 亚 匡 夫 斯 基 (TeragopcEBt)》 在 苏联 科学 院 数学 通报 
(Hess. AH) 第 27 卷 第 259 页 (1963) 的 文章 . 

定理 号 设 |x| (nm, 1 一 09, 1, …) 适合 定理 荆 中 的 一 切 条 件 ， 则 
当 了 (w)€ Ls 时， 在 了 的 任 一 得 贝 炊 点 2， 成 立 着 Un(f, 2) 玉 了 (2)。 
当 有 si 适合 定理 工 中 的 (*) 时 ,对 于 FE Isr, 在 了 的 任 一 勒 贝 格 点 % 
成 立 着 Ts(P 2) 一 f(z), 定理 1 中 (i)， (i 让，(i 沪 三 个 条 件 也 是 必要 
的 . | 

【证 明 】 设 Ss(z) 和 ox(w) 分 别 表示 信 [f, 四 的 部 分 和 与 费 耶 平 
均 , 经 过 两 次 和 差 变换 , 我 们 见 到 


Co 证 > Map (Gp C08 Bw br Sin Bw) 
无 三 


加 一 3 
~ E(t1) on(s) + NA -aow-a(a) 十 NowSn(a)。 


在 了 的 勒 风格 点 <， lim ow(z) 存在 ，Sw(z) =o (log W); 条 件 (*) 含 有 
NAM,, yw-1—=0(1) (一 cc)， 于 式 最 后 两 项 当 六 一 ce 时 都 是 0。 因此， 


二 | f (wt R,t dat = > 入 do) 一 (十 1 如 er 人 z) 。 


在 了 的 勤 员 格 点 思 上 式 左 端 当 m>co 时 趋向 于 7 (z) 的 充 要 条 件 

是 
lm 了 | FE ,tdt=1 (0<8<n), | 

以 及 存在 单调 站 小 了 数 KX(!) 适合 
[E,WDI<EID 和 人 .ESGdt<O. 

当 ( 威 立时 ， 由 定理 1，(D， 人 的 ， 人 反对 于 De 办 -人 是 
必要 的 . 

忆 在 从 (，GD，Ga) 导 出 上 述 关 于 开 。(b) 的 性 质 ,这 就 是 说 ,要 
从 介 ， 的 ，G9) 导 出 DC7 2)>f (2). 

首先 证 明 


一 


三 | EK,(t)adt=1+o(l). 


310 第 七 章 宇 角 多 项 式 的 逼近 论 
置 
rm 人 的 = 袜 2 一 ， 
2 ff 2 8 £5 
: 人 一 Re sin 
Ln 
—ho 2 SM wr (8). 
对 于 0, 存在 io 当 8>>he 时 | 人 rn| 十 [ 信 n,wti| 十 … 达 6, 由 于 和 mw 当 
%~>co 时 , 趋 近 于 1， 所 以 从 上 式 得 到 
亚 上 | EK, (tdt— -1|<o, 二 人 六, 人 到-1-LoG) 人 
现在 证 明 ; 存在 [0, x] 上 的 减 小 函数 区 ;( 大 于 | 区 。 区 | 在 外 Xe] 
上 的 积分 (关于 为 有 界 . 对 于 
Kl) ~ ht Acos bt 
施行 变换 ,我 们 得 到 


Ks) = ShrD a Am Pl) + Dh+1) PBaNelt) 
+ 总 (kt1) A Bn M(t) — (Bum may Mm_1(t) 


+ BhABa LM) — Ma (DI + BaL Met) ~ Ma ()], 


E 这 里 i1>0, nw 一 和 De 十 (Mw Nn) CO08 mt, Br = (Any 一 入 ny) Sin mt, 
置 Gx = | + [Ay! + Mik! , Bix = Ny 一 和 mr 。 作 Bo 
和 mt,， Txt 的 优越 施 数 了 PF%(1)，Mx (DD， Ni{é), 


x (k++1) /8 Moss 
二 | . 


开征 六 (#4 <i<r), 

1 

Fm (0<t<FT Ei) 
Mi{t) = 


0 (于 TT<i< 57) 
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+ (os<is HT) 
NE) = 


他 3 


0 (rs). 
它们 在 四, 四 上 的 积分 顺 次 <0， < <<O， 由 于 
0 (0<t< 竺 )， 
| M2) ~ Mei lt) | < Mi (t) 
0 (<i<7), 
| MY dt CO, 
所 以 区,(1) 的 一 个 优越 函数 是 
本 的 = ErDGaRD + E+D IP Bl NC 
+ TDIPBL MD + [Bn) +m) 4B:sl] M2(t) 
hIAB Mm + [Bl MPG). 
此 级 数 当 t*0 时 收敛 ,其 和 E?(t) 在 [0, 中 上 是 单调 减 小 的 ， 易 知 
Be 


定理 2 由 是 证 明 完 毕 . 
下 面 是 X. 重 . 济 曼 的 定理 (1962) (会 见 前 面 8 肋 : 
定理 3 设 f(2) EL 1<p<00; 


UP 办 = 全 + 晤 mt 人 ,fo ~EA, (2) 
(去 co= 4 从 ) 则 当 六 *L 一 0 时 ， 
RP) Uf D017) DrB,(f)s,. 


这 里 乃 ,(f)z 表示 空间 Lo(0, 2x) 中 的 最 佳 通 近 ; 
inf |f(%) — Soos tr+ Besin zls, 


和 12 


R.( 放 = 中 {f (eth +F oD) 2)} 
”由 于 
1 2 ee a OS<t<n(1—r7), 
1—2roostt+ri ~ Ax2(1—r) 

or Wl) ts, 
所 以 从 敏 可 夫 斯 基 不 等 式 得 到 
BD AFDhd 

( 工 一 个 ) 2 
+ 于 1 和 
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【证 明 ] RR.(f)z, 可 以 写成 


二 2on( 广 rn) ,fs Dt dt, 


2r7 
简 记 x0g 为 z=<y, 我 们 见 到 


ii 


BAon (fs 1 it -nf wa(F Dl? 


末 项 当 m= [1/ (i 一 +)] 时 , 可 以 写成 
四 本 村 1 
a | wa fs tot "ao 元 ) 


+ 时 | (7 Dntdt< Oo (Ff; 二), . 
利用 下 面 证 明 的 引 理工 (一 2 的 特殊 情况 )， 

0 (Ff 二 二 HD Es 
我 们 见 到 


So (fF), < 总 广 cp 


(11~—i 


< Daf Er. 


”这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 现在 证 明 


本 
Lp 
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引 理 工 设 1<p<ce, EI,(0, ar)， 则 
A 

{证明} 设 T.(f; 2) 是 对 于 了 的 最 佳明 近 三 角 多 项 式 , % 是 它 的 

阶 ,由 
AG PR [ACO mp 和 -De 

暂且 将 cx) BC) zs 简 记 为 wx), 如) 
-我们 见 到 

wn (Ze I) < TR, | so + ;PW -路 
由 于 1D， 《参见 济 曼 的 "函数 通 近 论 、 4.8(26)), 所 以 
[Tg 一 外 多 ECT 人 2 De By (Ff), 

FT <2Eo(f). 


从 市 
oo (Zen LT)<om*| Bf)+ 3 Qt+t BH,, ( a 


A AA 


<on* B+) BN). 


假如 取保 使 名 <n<<2? 那 末 就 得 到 所 要 的 结果 ， 引 理 1 证 明 完毕 。 
定理 人 设 fEL,(0, 2m), 1<p<00; b>l 


Urslfs 0) = BD (Lr) he) red, 1 2 eo), 


Bs (Ff) ,~ 6 一 ,(f, ») lz, 
< rT) | 人 十 切入- + 杏 DE 
【证 明 】 暂且 将 及 .了 5, 弛 (2) 有 恕 (f)5 分别 简写 成 B(7), 
上 fe)b, (了), 设 T(z) 是 一 ? 阶 的 三 角 多 项 式 , 则 
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BR(F) ENF -Tot LE) + R(T), 


这 里 | 
2 [7|1 <， yk | 
D2 亏 + 名 (1 一 TT ) eo v0|ag. 
事实 上 , 写 着 
Tx) = > (oa Cog v2+ B, sin ve), 
我 们 兄 到 


RO ETD) —T (0) N+ RT,) 


ey a- I ) Ao) ecosvo— Bsin ve) | 
末 项 等 于 
过 iero -meero) .于 + 加 -6 ) mer} 


从 而 得 到 上 述 的 不 等 式 ， 由 于 I 一 0( 了 DD), 所 以 当 上 是 偶数 时 , 取 了 ,(%) 


“为 对 于 je) 的 最 佳 逼近 多 项 式 , 我 们 见 到 


尼 ( 访 去 盏 ( 方 十 人 十 二 下 7 各 (7 
<B(f) + (r+ {Te) -TE C0) 
+ TE 0) TE 0) + [TE (0) — TE (0) 1 


这 里 2 <r*<2ntt. 应 用 贝 恩 斯 坦 ( 关 于 三 角 多 项 式 的 导 函 数 ) 的 定理 ， 
从 上 式 得 到 


RCAB +r HD E+E) } 
<(r+D? 祝 (+D*E,(). 


假如 下 是 大 于 工 的 奇数 ， 那 末 
BRT) 


= (十 信 )E4 


和 
《一 
y=0 


-1 (a, Cos ve+ B, sin pz) |. 


当 4 一 1 时 ,由 $5 的 定理 8 和 定理 轴 _ 本 


了 
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BC 六 = 忆 (JP)ms 和 7 容 杷 (Pa (费事 平均 )， 
从 而 四 
R(T) K+ B79-), 
应 用 下 面 引 理 2 的 特殊 情况 ， 
BFW) Km B+ Bt BN), 
我 们 见 到 
BT) KAD {HD ET) + DB 


< 号 (w+ B,CPr) < 3 (y+ DE,(f). 


证 明 完 毕 . 现在 证 明 下 述 
引 理 2 斯 捷 切 金 ) 设 证 是 一 单调 减 小 的 正 数 序列 ，. 


Sn, <o0, 


假如 了 mw ECoe， F(X) EDow 对 于 三 角 多 项 式 叙 列 世 (2))， 成 立 着 
Lf (2) 一 所 (ec) | < 
那 末 


[Ft | <Or {nr pun + ,tp 
[证明 】 设 wm 一 2， 则 
f 0) tin (0)+ SY {tao) —to (0)} 一 各 二 Ta(e) + Uso) + 
这 里 0a(z) 一 fam(z) 一 tom(z)、 现在 证 明 己 DP (四 是 匀 伍 的 , 它 的 多 
化 性 建立 着 等 式 
fo(0) —t (0) = OD). 
由 于 OPE< (2%) "Ds| <2(24m) "Rawny, 所 以 从 
4 C2-in) ri9ormF oS2, 4 3 pr 1 奋 ， 


一 人 了 十 二 


得 到 
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is 


BivPH<2 {Cm Foes + p> > oz 
-2| (ao Frit D3 pr-1F ,| 
Op {rr Pr t 三 za， 

2 二 十 革 


由 是 得 到 所 要 的 不 等 式 ， 引 理 2 证 毕 . 

现在 讨论 R(7) 的 下 界 ， 下 面 将 轧 (f)5., Br(f; 和 )z. 暂 时 记 作 
五 (了 ),，R.(f 了 )， 假 如 any0, 跑 (an) 是 适合 如,( 了 ) om 的 了 所 成 的 Ca 
的 子 集 , 那 末 成 立 着 


,Sap Bfs Di | BOC) — Mtalr)) ov, 
这 里 N(7?) 三 I 和 7) 一 1(r>78), 和 hu(7) 二 0(1)， 事实 上 , 函数 
g(2) = >) (Qs— O41) C08 vv 
属于 Cor, 并 且 画 (g) <ow， 由 于 及 Cg, 入 ) 等 于 


Shr)) 0 or 0s v9 


NaX 
如 


Oy —Gy+1) 多 


所 以 所 要 的 不 等 式 成立 . 
与 定理 4 可 以 相提并论 的 ,有 如 下 的 
定理 S 设 f(42)ELs,1<p<o0, 则 
Bf n> {Ds} (mmaxf2, p)). 


【证 明 】 对 于 %, 有 驶 适合 22<m< 2 置 瑟 (DB,lp), 我 
们 见 到 


-rw td) "Ea() 
SE mt Pm A nt Dm | 4.0)|, 
这 里 f(z) ~ 史 4(z)， 应 用 §3 的 主要 定理 ， 写 着 
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2 A, = A 《2) 十 ，… 本 1 (2) 了 
我 们 得 到 


oeX nD (Ba ) aa 
当 多 <1 时 ,由 第 可 夫 斯 基 不 等 式 ,我 们 见 到 


号 


oA<| 网 (2 > (n+ 1) -mo 怠 a do 
经 过 和 差 变换 并 且 应 用 $3 的 主要 定理 , 得 到 
< {Dt 2 Dn ) 


’ A 
+ 负 |f (8) — Sans a(o) ga 


由 第 三 章 $86 的 引 理 卫 当 gf(z)E Lo(0, 2w) 时 ， 
JS,Cg; ©)|<Colg te) |. 


Xr 说 : 


从 而 
[TC2) 一 ee (2)), 
这 里 BCf) =1 (2) 一 Ta(2) 有 , 
|f (2) 一 Sn ko) ER 一 下 人 2) 十 全 we) 一 Sn 
<E,(f)+OoNf C0) 一 Too | 
得 到 (2) 一 Sa(2) |< (Ll+0n) Bn). 
由 是 


cr 苍 作 性 e+D tn) dn) + BC). 


”过 由 $3 的 主要 定理 ,我 们 得 到 


. 3 
二 | | 3 (n+l) md, do) +E2(7). 


”最 后 ,我们 利用 下 面 将 证 的 引 理 3 来 完成 定理 的 证 明 ， 
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中 理 3( 马 闪 基 维 斯 , 1938 年 ) 假如 =O(D 并 且 
El% hn =00D), 


那 末 当 f(r) ELotl<Pp< 0), f (2) ~> A {Lr) 时 ， 之 jd4f2) 是 L, 中 
沫 一 函数 ytz) 的 富 理 埃 级 数 , bg (2) 上,<Os|f (2) |z,， 


于 此 对 于 函数 宫 -二 汪 Tr 4( 克 ), 取 m 
当 pp 之 2 时 , 设 和 一 0, 由 引 理 3, 我 们 见 到 
Dx Pp 旬 
2 *An(o)| do} + Ef) SB). 
假如 2 这 2, 那 末 7 一 p, 我 们 已 经 证 得 
Ln v 力 IT 00 和 
oS (1) 嘎 


SuE2+1—1), 


De 


—%k 


37 fmtl Oak 
<| "(各 加 而 二 2 ) dz. 


站 是 我 们 可 以 应 用 在 2 的 证 明 , 得 到 c, 失 研 ( 肪 . 这 就 证 明了 所 要 
的 结果 
【 引 理 8 的 证 明 】 首先 对 于 (2)， Srey f(z) EL(27) 建 立 下 面 
的 不 等 式 z 
I=| (DH 0)1) dos0;{ (BFE)) de 
写 着 gn (2)==fn co0s kw, hh,(2) 一 fr sin kx, 由 于 


天 人 2) = 三 | fn(et 人 于 ot 总 dt, 
败 
所 和 
Sfss tv) = gn (2) gin pw—ph lr) eos kr on(w), 2 
这 里 
mu 人 (= 二 | GD) cos bls—o) dt. 
我 们 见 到 


z<s 信 人 芝 人 


二 十 
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由 是 得 到 芝 要 的 不 等 式 . 
告 人 (了 吧 一 各 ”4(0), 我 们 知道 
4| E48, oar tf hd BY TR, o)de. | 
因此 , 写 着 水 (ko ~ 守 A,A,(a), 我 们 只 要 证 明 
2 加 2m 他 
| GE0, oT avd | (GE, 2))Far. 
写 著 rw 一 名 4.(w), 那 末 z 
dhs 办 = Dro 0) dst hho 
A ow) sa Bh [2 十 [hse (0)], 
事实 上 ,由 候 设 , 有 划 适合 于 | < 玫 和 入 1 人 ,< 收 ， 利 用 前 面 所 
证 的 不 等 式 ,我 们 得 到 
1， EE0, Dae 


< {Dl hl BN) 0 
<(G2054, | {DB LA, ltl ] 


(2207 4 (Ao)) Tan, 
证 明 完 毕 . / 
与 定理 5 的 证 明 根 仿 , 我 们 可 以 建立 下 述 
定理 6 设 f(z)ED,1<p<o0, Y=max(2, p)， 则 当 0<r<1、 
时 ， 
7 办 - 马 r4Co| 


1 


> 了 (1L 一 9 之 mvt 1) "iB (Po 
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8. 播 值 还 近 法 


设 ./(e) 是 区 间 [q, 避 上 的 可 测 函 数 ， 设 
OEMV LI Lr Eb (n=1, pe ‘0), 


Jp- 人 -直人 -op 
0 ~ ry 
我 们 称 em) = 六 gm (z) 为 由 {ok?} 作成 的 了 (a) 的 拉 阁 明日 人 


多 项 式 一 一 代数 多 项 式 ， 五 (2) 的 次 数 是 不 高 于 ”的 . 尽管 (2) 与 
Jo(z) 在 各 点 哆 ' 上， 有 相同 a L, (2)—>Ff (v) 的 成 立 是 有 条 件 
的 ， 
定理 假如 f(%) 在 [a， 订 上 具有 所 次 的 导数 那 末 
| (f (0) 一 (全 | < max bw 人 oa , 


【证 明 】 设 roE [a, 5], wo 关 光 2 (hb 1; 2, …, %). 置 
_ fo) 一 2 


con (To) 
9(2) =f (2) 一 To(z) 一 Oon(z)， 
则 多 (O 一 F(O 一 On， 9 一 一 oo ) 一 0， 由 是 
wo, TE (=1, 2, .…, %) 
成 为 gtz) 的 w+ 个 相 异 的 零点 ， 因 此 , 导 函 数 g'(z) 在 [a, 人 中 有 mm 
个 相 异 的 零点 ，w ‘zw) 有 mn 一 1 相 异 的 零点 ，…, p(w) 在 [g, 8] 中 有 
唯一 的 零点 , 记 它 做 从 pg" 必 ) 一 0， 得 到 
Np nd 
nn1 ” 


区 而 (9) = 了 (9) 二 六 -人 os(w)， 由 于 [wn(w)|<(2 一 0)”， 所 以 定 
. 理 中 的 估计 式 成 立 , 证 毕 . 

对 于 周期 函数 7(z) 的 插值 问题 , 我 们 记 2n+1 个 点 所 成 的 组 

2 多， wer, 0 hy 为 én 阶 的 三 角 多 项 式 Un CE A j), 当 Oo < 


8. 攒 全 逼近 法 321 
<z 名 <28 时 ,从 2 罗 十 1 个 方程 
DC f, of om) (0 1 2n) 
决定 。 | 
定理 会 ”假如 f (2) € 0w, 那 末 存在 仅 } (= (gp，…。 apo))， 使 
lim Un(é,, f, 2) =f (2) 


均 旬 地 成 立 ， 对 于 任意 的 {8}， Oo 中 有 上 人 适合 于 


lim sup max [Us,(é,, fF, 2) i = 00. 


定理 的 前 半 是 马 六 基 维 斯 所 建立 的 ， 后 半 是 法 贝 (Faber) 的 定理 
( 详 见 前 者 的 “全 集 ” 第 200 页 ). 

[证 明 ]】 先 证 定理 的 前 半 .. 设 三 角 多 项 式 T,(z) 适合 如 .0 
一 (2) 一 也 ,(2) 1， 则 人 必 人 有 2n 十 1 个 点 0 的 之 4 之 … 近 wm 之 2m， 在 每 
一 个 点 地 ,gtz) 三 f (2) 一 T(z) 有 极 (大 , 小 ) 值 , 而 其 正 负 导 则 逐次 收 
恋 ， 事 实 上 , 当 p(z) 在 (0, 2x] 中 的 子 区 间 癌 , 8s, …, Sm 中 无 零点 时 ， 
每 一 个 吕 有 一 个 p(z) 的 极 值 点 ， 假如 p(z) 在 这 些 区 间 上 变 号 次 数 
2<2n, 那 末 (0，2m) 中 可 以 找到 中 个 点 使 函数 
名 6 


din 


由 (2) 一 sin 


“Sin 三 过 二 《 阶 去 全 


在 61, 8，…， a 伐 赖 - 普 山 的 < 通 数 逼 近 论 > 
8 70)， 取 适当 的 e 可 使 
Do) — (Tso) + ep 0) |<) Tn) | = B,Cf), 

这 是 矛盾 ， 由 是 可 知 [0，2m) 中 存在 2n 十 荆 个 点 ; 
O000 NL van 2 
适合 g(xx) =0(6 一 0, 4，2,…, 2n)， 从 这 个 事实 ， 
T(x) = (a) R=0, 1, 2, … 和 
以 及 国 ( 了 ~>0, 得 到 定理 的 前 学 ， 这 里 各 = (zu …， za ， 
现在 证 明定 理 的 后 半 ， 对 于 蓄 ,}， 作 数 列 
,~= Fly ~ max U,(é,, f; «). 


“e251f1<1 
% 阶 的 三 角 多 项 式 
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m9 一 地 sin 235/ 衣 sin 各 3 各 (I' 天 未 yz 月 
清和 -12 -7 从 而 阶 数 不 高 于 ”的 三 角 多 项 式 
Sy (zw)tr (2) 等 于 Un(E,, 了 ,2)， 

Usb f (et), vWD Fe), 


由 于 了 (二 2) 一 S。 (f (+w), oh) 的 最 初 2n 十 1 个 富 理 埃 系数 都 是 零 ， 
所 以 | 


Rm {futo) Bf (et), eo))t(e ~ du=0. 


CE 
从 而 
二 | DG fet, sa 一 的 和 BF 四， 
对 FFL SD, 0<o<2r, 置 二 -世人 gnak UE fo. 
我 们 见 到 


sin (n+ yy » 


Ln>max|Sn(f) I= 三 


w 0 


对 于 mn 存在 所 E Co 适合 | 刀 | < 和 
max| Ua(é,, fo 四 | > Turo0. 


取 {o} 使 了 (2) = 开工 二 ju(o) E02 那 末 
lim sup max IUn(é,, f, 2)|=o%0, 
证 明 完毕 . 
现在 特 设 


~{o 2r pA ,os SE } a Zk 
”Dntl1’ 2 十 1 ”2 十 开户 一 人 各 二 


DC f, 2)=Us(f, ©)., ,人 a mk {20°). 
又 作 折线 函数 


_ .24 Qk gh+1)2 ee ee 
PD) = nT 1 hm0, i mh 


8. 插值 逼近 法 323 
我 们 见 到 ， 当 


f (2) CE Oor, Dt) =sin( (n+ 去 )#/2sin 吉 
时 ， : 
1 32x 
Uf HE) FD Dt dpe). 
这 是 %- 阶 交 三 角 多 项 式 
ULF, ) 一 诗 a 十 襄 (af co8 va+ by sin v0), 


Qu 1 2 
各 于 epsG)， 


定理 3 假如 J/ (2) 的 窜 理 竣 级 数 绝对 收敛 , 那 来 lim Du(f, 四 多 
敏 于 了 (2)， oe jz) € Can 那 末 , 均 匀 地 成 立 着 


caf 六 2) 一 zi 到 信 避 + > [ac cog yw 十 bs sin vo) | > (0). 


【证 明 】 设 S,(f, 2) =- -等 + 六 (aoosyz 十 jsinro)， 则 


ov 1 008 
| -+[” 7 gia ridpe() 


| ty 十 3 (Gionr Drv Wint lr) 


> 十 > (BicantD+s— Drcant ly-»). 
从 而 于 (|as] 十 15,|) 过 oo 的 话 ， 


[Dotf, ®) ~S (D1 ED Dawrnesl + bronrpasl) 
= (al+15.)), 
由 是 如,(f, 2) 一 Fe) 一 DC 2) 一 Sa(2) 十 Sn(8) 一 Fe) 匀 你 于 零 。 
置 Ux(2) 一 二 oag 二 2 (a cos vx tt be sin yw), 我 们 要 证 


元 (Ux(%) 0)) ~—0(1) 


em mr Nt Te 
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均匀 地 成 立 ， 现 在 我 们 证 明 比 此 更 强 的 结果 ， 关于 ge 均匀 地 成 立 着 


翌 IDwsw 一 Fo1=o(o. 
对 于 s>0， 存 在 阶 数 不 高 于 郊 的 三 角 多 项 i(z) 适合 于 
lf (2) -to <e. 
由 于 定理 对 于 ti(z) 成 立 , 所 以 我 们 不 妨 假设 |f (z) | <s 来 证 明 上 记 的 
等 式 ， 写 着 


gin (+ 二 ) (wv—t) 
0 


Drto) = 二 | 了 的 -gs(D 一 4 十 Bo 


2 sin 于 (z 一 划 
这 里 
17f2 


= in 天 人 一 # 
4x= 去 | 大 人) cos 玛 (z- 沪 一 一世 


一 dg lt), 
2 sin 辟 (% 一 检 


Bot= 二 | fF0) cosh (ge—t)d pat), [Brl < |a|+ 15’|, 
写 者 
sO = {0 cos 站 (w 一 从 —hD}/2sin 六 (wb), 


es 1 
页 (站 一 六 (有 Cos 志 (2 一 动 (ec 一 过 <<z+ 寺 )， 


0 (alot 0+t)) 


我 们 见 到 Ax An,k | nj 这 里 
A! == 三 | (4) sin Ek 《2 一 t) 本 
并 大 6 go \ Phy 


sin F(z—1) 


1 dd pn, 
2 sin 诗人 2 一 从 


八大 


2 
2 十 工 


1 44 < max 四 -全 <z maxjr| 一 rs， 


设 cgp，Bg 是 了 (的 系数 ， 骨 


一 一 一 一 
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| 
2 


访 
(fai 二 18 |!) +r (nti)e, 


对 于 任 一 函数 由 内 插 三 角 多 项 式 Ts(y) 的 系数 是 yo, Ys, 6， …， 
yo 5, 的话, 我们 见 到 


下 em 人 -二 | Da 合十 高 O8+0. 
从 而 
0 + (yi+ 168) sw yw 17( 癌 0 


Ea 
3 


- "tT P(e)dp(s)) 。 
应 用 这 个 结果 , 我们 网 到 总 js(2) | 不 大 于 
Vnti (| nan) + WR 仁 fe 六 全 i 1) 8 
由 于 


2 < 1 
2 十 工 a Pi 


i peda map 2 
所 以 
D3 Un) | <6(n+1)et2rs (nt+1) <i8(n+1l)s, 
这 就 完成 着 定理 的 证 明 . 
从 定理 2, 我 们 知道 上 ,(f) (FEOsx) 未 必 收 分 于 f(4)}。 但 是 成 立 


着 如 下 的 (定理 4 与 定理 5 都 是 马 辛 基 维 斯 所 发 见 的 ,1936 的 “数学 研 
守 ”{Studia Math.)). 


定理 恰 设 f 了 (2)E0zn 则 当 1p<%0 时 ， 
fi 1D.) ~/(0) laar-yo 
这 里 
DN- FO Ds dp), 
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Pn lt) = eT ( € [过 = 这 二 =)， k=0, 1, .., 2n). 


【证 明 】 假如 如 (2) 是 一 阶 数 不 高 于 m” 的 三 角 多 项 式 ， 那 末 当 
T<2<eco 时 ， 


37 3 
| ao Pap 0 lw) ?az, 
事实 上 ， 
A 37 
目 |t,. C2) j?ad(g,— 2) | <z| :一 光 | | 加 (2) | [8) | 21 


2 
芭 2B|， 必 (| lls) | do 
1 
Fp 


< apa) (li an). 
利用 下 面 的 引 理 1 : 
1 1 
(f° luo las) <n (fo lw) lraw). 
代入 后 得 到 所 要 的 不 等 式 Co<zp-1， 
其 次 ,我 们 注意 积分 【|。1D,CP) "dz ) 的 什 等 于 


st | U,( fg at, 
这 里 | 
2 . 计 二 1 1 
由 于 


1 1» 
UF) =E| Fe) Dot)d p(s), 
所 以 ,变更 积分 的 顺序 ,我 们 得 到 


2 


| Us(f)g (tat= | Fo)(2) 9g) Dot) ds) dg) 


<2r max| Flo) (| IS,(g, ©) |* dp, (2) ) . 
应 用 前 面 的 不 等 式 于 上 式 末尾 的 积分 ， 并 且 应 用 第 三 章 $6 的 引 理 3, 


8. 插值 扣 近 法 327 
我 们 得 到 . 
js 3 
Upolus2n0da(|, Ig ea) maxif Ce)| 
i 一 2m Cu4。 max|f|, 
时 3 
(|。ip.(P Pa) <B maxl1， 
将 了 分 成 两 部 分 : 了 一 户 二 ta); te) 是 三 角 多 项 式 ,| 开 | 很 小 ,我 
们 从 上 面 的 不 等 式 以 及 t(w) 的 性 质 断言 iDs( 一 了 (z)1->0， 定 理 证 
明 完毕 . 
我 们 还 要 证 明 下 述 引 理 , 这 是 齐 革 蒙 特 的 定 更. 
引 理 1 设 bz) 是 % 阶 的 三 角 多 项 式 , p 之 1 出 


(人 OP io) <n (人 EC 


【证 明 】 设 zw) 关 0， 7 OO 关 0 2 (>0 (0 置 


mR Op= ! (2 sm 2 
由 颜 善 不 等 式 ， 
(TE)i(0+m) | ) < Tort(0+m) |), 

设 m, 心 ,…, mo 是 阶梯 画 数 由 的 不 连续 点 , 则 当 加 (o) qucoana 十 

Sacosrrtb, sin yw) 时 ， 


ba) ~-aueosnz 十 于 人 和 人 和 2 pnb), 
久 


tn (2) ng, sin ne 


+ ‘0 en rp 
一 一 一 4 sin? 
2 2 
(—1 ) + 


th (0) - 工 二 (Ni) Cm Tm) 
2 
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由 是 , 从 
. 4 一 可 
60 -二 遇 wor Tr 二 (m= 二 ~ 二 一 ) 
慌 (6)|< 久 mm |. 
从 x'( 人 之 0, 我 们 得 到 
x (元 | 用 (9) | )< 主 号 oux( 二 (0+m) 1). 


得 到 


由 于 号 m 一 1 所 以 右 端 在 [0, 2w] 的 积分 等 于 | ”x(&(9)) 49， 从 而 得 
到 a 
[oz(Tls(0)1) dg/ zi(0))a0, 
译 z() 一 芭 就 得 到 所 要 的 结果 . 引 理 1 证 毕 ， 
定理 所 ” 设 .fo) 是 一 全 连续 函数 ， 
f(0) ~f(2%) =0, fro) EI (0, 2m) (1<p<0%0), 
风 105(#, 2) 一 (2) 2,=o(D); 这 里 


Us(f, Tx) =f (zx) (4=0, ,Dp 0 


{证 明 】 设 + 存在 着 g(2) EI 适合 |g(w) ji,=1 与 


IPs(o) ls,™)|, Pole)g (ede, 
这 里 Ps(a) ~ Du( ,四 一品 ( 户 加， 最 后 的 积分 等 于 
I go DS, DD, (odpa(t) do 


{fF —8,(f, OD}Slg, tdpalt). 


从 而 得 到 
Unf, 2)—B,(f, hrs lf — Sf, Dl lSag, wl 


这 里 18,(g, 习 |&， 7 [SCg, tl dpal®). 


B. 揪 侯 逼近 法 32 
现在 顺 次 估计 不 等 式 右 端 两 个 因子 , 1 一 8,| 和 |S,(g, 人 1 
设 f(r) ~ Zo,(7) ; Oy (TW) = 0, 008 78 十 GD gin vy, 


ti, (£2) 一 Co sin vw — dd, C08 p%, 


则 [有 ] 一 全 v6 (0), 


Fo 一 SP， 作 ) 一 > 于 Pn 性 人 
这 里 丽 V(z) 一 为 (cam xz 一 aeos vo)， 由 是 
If) 一 8 Oh Dy ys yy (5 C0) ls, 
< 六 名 < 计 Olfls 


于 1 85.9, 引 有 os 的 估计 ,利用 定理 4 的 证 明 中 的 第 一 个 不 等 式 , 得 
到 


8, (9, Dinw < (1+rg) ls, cg, Dh 
再 利用 第 三 章 $6 的 引 理 3, 我 们 得 到 ， 
[8Cg, tlre 0 < Bolglr,= Be. 
从 而 得 到 ; 
0 0) -Bf, oD ls < Be tp (o) 


由 引 理 二 【DCF; 2) 一 SC 2) 上 <0oBa1 了 '(z)15,。 假如 将 了 
分 为 两 个 部 分 ; f(z) 一 户 (z) 十 t(z), i(w) 是 三 角 多 项 式 , Hfi(4) ,<6 
那 末 我 们 就 明白 ; 当 na->co 时 , 上 Uh(f, 9) 一 局 (了 ,21 一 0， 定 理 证 毕 . 
关于 全 连续 函数 了 (2) 的 导 函 数 , 成 立 着 杨 格 - 豪 斯 多 甫 的 定理 。 
定理 G@ 设 了 是 一 全 连续 函数 ， 


Un(f, 2) 一 (ageos yj 8 sin »2), 
1 


mx Usp, mn) =f (ep), 
假如 | , J 
f'(o) ELs(0, 3), 1<p<2, T+ 
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那 末 

GD (SB lap lt tp Di 
倒 过 来 说 : 假如 1<p<2 

(2) (Berpt pnp) < uy, 


那 末 (2) € Lo, Nf'|i< AoM. 
WE 设 (2) 成 立 , 则 当 no<n 时 ， 


六 lo lt lem he, 
令 mn>co,， 得 到 | 
Sel?+ |B, < 


om Bs 是 [1] 中 的 系数 ， 再 令 mo->o0, 得 到 (|esl? 二 |B,|?) <M. 
由 是 可 知 fF'(2) EL,, [F'n 4,M, 
要 从 "ELs(1<p<2) 导 出 (), 我们 利用 表达 式 ， 


a = ty 十 2 (Gtantl)+to 二 fant ly) 3 


bu 四 8, 十 2 (Bicant1)+y Ee Dart 1)—s) 和 


这 里 
Us(f, ®) -a 多 十 (入 cos jz 十 De sin je)， 
f (2) ~ 却 qo Danco0s het bx gin hw) , 
从 而 得 到 
te (ty 
7) | 可 Bt on+1) +xk| 
Ian (lal tn) 


( 
( 
(llr + BE lesenrnal’) 
( 


8: 十 3 [Bicntwn| 9 


lr) 


8. 插值 通 近 法 331 
相 加 而 得 
{dler lpni)} < 4 (加 (oler el)). 
由 杨 格 - 豪 斯 多 甫 的 定理 从 上 式 得 到 (1 ,定理 证 毕 . 
现在 考虑 区 间 [ 一 1, 1] 上 的 插值 问题 ， 设 mx = xz 和 是 车 比 雪夫 多 
项 式 了 T, (4%) 一 Cog nare cosz 的 零点 ; 
zeog (% 一 4 十 于 ) 亚 (KF=1, 2, ,WN), 
由 这 些 点 作成 的 f(z) EC[ 一 1, 七 的 拉 格 朗 日 多 项 式 


Ff py 
PC -To) DB sy 


当 w>co 时 ,一般 地 说 ， 未 必 趋 近 于 (2)， 其 困难 处 类 似 于 [Ff, 2] 
f(z)。 写 着 了 侣 (2) 二 on(2)/ 《一 2 和) or(z 和 如 )， 这 里 (20) 一 了 了 ,2)/ 
{zw 一 避 ) 了 了 ' (wy)， 设 2D 是 一 自然 数 ; 对 于 j, 有 整数 二 适合 

2p(b—1) <I<2pt. 
当 w<2p& 时 , 规定 1 名,(z) 三 0， 置 ?9(2) 一 下 5) 十 (一 D9, 


4 fF, 2) = Sf ep) ro), 


这 里 互 ' 宸 示 j 不 取 2p 的 倍数 . 

贝 恩 斯 坦 (全 集 代 第 180 页) 证 明 ， 当 了 (z) € 0 [一 1， 和 时， 
As(f, za) (nr>co) 勾 煞 于 (2). 

设 一 I<z<<w1l (vw) = ed fa 假 
设 
D 0 LDL, DI >I! Csc<a 

1 (2) = (wm) ,Ho) = (5) Ms) =E (0), 
又 设 卫 (8 (2))?<0, 别 尔 显 (H. 工 . Bepxag) 称 这 样 的 {z89,…, x8"} 是 
正则 的 , 并且 证 明 ; 假如 {2 四 } 具有 正则 性 , 那 末 对 [一 1,.1] 上 的 连续 函 
， 数 了 (2)， 44(f, 2) 色散 于 f(z) (XAH CCCP 109, 1956)， 别 尔 曼 又 指 
出 ; 
a 009 Shr (0 
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是 正则 的 (MarexaTFa，]965) 

定理 了 设 三 角 阵 {z 委 9 鸡 让 (一 TS 外 二 < 委 轴 和 二 满足 
DD 和 《4D ,I 雇 (2)| 志 Kp( 有 ,这 里 及 表示 他" 落 在 2 与 歼 ' 之 间 的 个 
数 ，p (RV0(h>o0)， 假如 沙 数 了 (zw) 在 [一 4, 1] 上 上 是 全 连续 的 , 那 末 

了 (六 太一 (oD) {n>o0) 
人 勾 敏 于 f(z). 

证 明 】 简写 及 一 歼 (， 记 从 ?2) 二 各 二 机 十 权 ti 十 十 WW， 当 
4<VO<o 时 ，5 过 Pp 的话， 从 凡 | 委 鸭 十 十 如 | 十 | 及 + 十 十 太 4 末 
项 的 ,是 一 正 一 负 的 , 从 而 一 一 利用 (和 (ID) 

(Wl (orl — llsrsl)+ (ists|— ors DD te lr <Kopl). 
由 是 可 知 |] 只 | <2K gp(1) =0. 

设 近 2 ze<t<zery 则 

| 翌 Be) LAC LI 


由 于 
hl<Kp (TY (4 一 max(z 全 :一 2 ))， 
所 以 
im ¥ fv)=0 (1>2), 
mm pi 
同样 可 证 


lim > W(x) 一 0 (t<%), 


Ho0 Ej xt 、 


国定 x€ [一 1, 了 取 右 <ts, 使 友和 如 都 不 等 于 (zt 7 人 
(%=1, 2, 。 小 中 任何 vw” 而 2%E (三 ， 加 )， 对 于 名; 我 们 匈 到 


2 三 > CF C8) 一 Fe) I (%) 


一 A (Vy) NE (2) 二 A Fw) 一 站 (ZJ A (2) 
的 绝对 值 小 于 
号 AF (on) | "Ko (ST*)+2 yp (#5 >) 


p> ds 


8. 插值 珊 近 法 333 


这 里 本 二 max|f (zm) 1. 记 了 (%) 在 [a, 8] 上 的 全 变 差 为 V(a， 5b), 则 得 
[Zs <KRY (1, DD) +2M)9 (7 2 
同样 可 证 
(2 2 CF Cf) _j( D0 (0 (2)). 
置 2 一 > cd fo))I wv), 设 2 世纪 ]， 


和 < 人 < 村 


#" 二 2 十 to 
3 


2 tt 9to 
? 8 要 


出 和 差 变 换 ， Zs— 3 十 三 3 es 
2 2 NA) CE D4) 


于 i —f (2)) (+ + ) 
go A + 二) 


LS Hib 


+ FC) Fo)) (I++), 
从 而 | 马 j 和 | 开 | 分 别 小 于 或 等 于 OF (tu 二 ))， 由 是 , 总结 
3-0(0(3E) 07 )) 
5s=O(F (t1, ta)), 
得 到 : 
FLlf, 2) =0 (9 (83))+OT 人 多 )， 


对 于 8 之 0, 取 忆 -二 很 小 , 可 使 未 项 小 于 号 ,固定 如一 志 取 足够 大 ， 
那 末 : 
(0) 一 I(f, D1< 生 + 音 =s (n> 人 N)， 
定理 证 毕 . 
将 定理 的 证 明 , 稍 事 改 变 ,我 们 有 下 述 的 


” 系 在 定理 中 所 设 的 (DD，(IT) 两 个 条 件 下 ， 有 fl®) 
的 连续 点 2%， 成 立 着 
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lim Lf, £) 一 站 7) 。 
设 
—1<aP a a n=0, 1, 2, .0), 
对 于 Jo EC[ 一 4, 思 ， 作 如 下 的 函数 平均 值 : 
mi (fF) = {8F (28°) 于 Fo ) 4, 
mf) ={f (or) + 3 0) }/4, 
mp) {FD) taf (oh) 十 Fo 如) (0<h<cn). 
利用 mF) (k=0, 上 ee n), 作成 插值 多 项 式 
Mnf, 2) = mo (f(g). 
贝 辕 斯 坦 是 利用 车 比 雪夫 多 项 式 的 零点 作出 用 ,( 了 ,x) 的 。 现在 证 明 
定理 咏 ( 别 尔 曼 , 1965)”。 设 
oo0g EE (po~0, 1, ,nn), 
则 当 了 (zw) ECL[ 一 1 轿 时 ， 
FO-—M(fy oD) <Ao(f; TE). 
这 里 的 4 是 一 绝对 常数 ,但 是 上 式 右 端 可 代 以 
(24+ 2 |gin n aro co08 刀 | ) ofF 至 ). 
【证 明 】 简写 - 
8 (2%) 一 路 ， 4 (2) = bit xt ber (1<E<n), 
4Ro(x) = Bl 二 4R, = 3 二 tis 
我 们 见 到 
Mtf, 2) =f (00°) Ro(%) 十 "tf 《27 BA(T), 
由 于 主 瑟 =1， 所 以 , 写 着 
@(j =00), B=o(|g—%|) | 有 (2 ]， 
| 型 (Pr 4) —f 2) =|) —f (8)) Be)| 
PEB=St SH, 
3¥) 数学 (Mazewayzka， Ves, BY9, 6) . 
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这 里 Bi1= > Bx, S2= BB, weak?, 
WD [人 


> hn mT 2 
设 Vp TLEp+l 则 Vptl 一 作 ， p+2—V< 置 


二 Cog 9， 0.= HE, Tr CO Oy, 
则 得 
(—1)"t1 gin 8 sin nd 
2n(cos O—cos po) 


_ (1)"-* sin 6 sin ng 
可) 员 (eos 日 一 cog Ox 


lo 2) 一 


(0<h<m), 
sin 4 sin "0 
jp) 一 Zn(cos GO— eos Gn) 
从 而 丸 (2) [| 所 2, (2) 十 本 (2) 和 1，8as 等 于 Byti 二 轧 p4z 十 … 十 如 它 的 


最 初 两 项 之 和 如 1+ 如 sre<60 (于 事实 上 ,| Br(2) |<2. 写 着 


1 
a og 0O—eo8t’ 
则 土 Be(2) 等 于 
CD gin bsinn (gC8,,) —2g(0%) +g(0rn)) 
(F>p+2)., 
区 间 (O41 9x4 力 中 有 胡适 合 于 
lg 0) —29(0) +9 (On) | 2 Dig" (6) 1. 
由 于 9 (= (1 十 sinzt 一 co8 0 cog 胡 (co0g 中 一 508 ,所 以 得 到 
2x? |sin nd | gin 8 1+ sin’ é»— Cos tr C098 
| 机 (| 7 | cos Ex— C0s0 


(cos Ex— C0 0)° 
Br? |sin nO | 


a O—éx | 
2 


由 于 
中 一 总 
2 


|sin 


所 以 从 上 式 得 到 


>| 红 笃 |> 0 一 ora ， 
三 TT 
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3x? |sin ng 
| Ry (2) < 
又 因 
tus < DT, 
我 们 得 到 
Be<8n|sinng| (hk+2—p) :wo( Ce 
从 而 ,结合 Bp+1 寺 Bp1s， 


1 闸 3 | sin ng | 向 
pa (人 < 和 |snwlo(E) 
Ss<(6+ lsinn01)o( 近 ) 
同样 对 于 5 可 得 这 个 结果 .因此 , 在 区 间 [0, ] 上 成 立 著 
If, 0) fo) < 2+ lsinngl)o(E), 


由 于 插值 点 系 c 色 一 cos -外 一 各 下 (一 0, 1,…, mn) 的 对 称 性 ， 

了 (一 2) = 了 (w) 的 话 ,上 式 当 一 1<w<0 时 成 立 ， 从 而 上 式 对 于 奇 函 数 
f(w) 也 成 立 ， 一 般 地 说 , 把 了 (w) 写成 偶 函 数 与 奇 函 数 的 和 
OEIC FO (lcsel) 


我 们 就 得 到 定理 所 述 的 结果 ， 定 理 证 毕 . 四 
对 于 一 般 的 插值 问题 ; 从 必 一 1 和 38<z 人 < 所 0 入 二 作 


名 从 = 其 区 ~0, 1, ,0), 


ww 
当 fEOL[ 一 1, 了 时 ,要 用 了 (PP 于 , 2?) 一 全 f(z 如)W?(w) 来 逼近 了 (zw). 
设 满足 | 
w(f, 和 al(f)w(t) (wl 由， 连续 模 ,4(f)， 常数 》 
的 一 切 fo) 成 函数 类 CO(w)， 写 着 


hE) ms P| (n=0, 1, .2), 


(Co K) =limsupo ( 云 )jv( 工 )。 


8. 播 伪 通 近 法 337 


陆 静 斯 基 (C, M， -osmaexat) 于 1948 年 的 苏联 科学 通报 (IAH 59) 上 ， 
发 表 了 如 下 的 定理 : 假如 fAECQ(lw), 那 末 Sw, 2 一 0 会 有 jw 一 
了 (及 五 , 内 =o(0D; 当 8(w, 瑟 )>0 时 ,假如 (二 )log nx#oGD ,或 
是 中 ( 划 )/o 人 关 42> 有 那 末 C(o) 中 有 产 轨 适合 le 一 瑟 C7 于 ,2) | 
#o( 了 ) ， 后 半 部 分 被 基 西 (0. Kam) 和 沙巴 多 西 (H. Ca6arom) 拓 广 为 如 
下 的 定理 [匈牙利 科学 院 的 数学 杂志 (Acta M,) XVI, 1965]. 
定理 号 ”假如 lim sup wo(1/mX,( 及 )) 和 (及 ) 之 0, 那 末 Co) 中 有 
了 (2) 适合 
lim sup |f (2) — Ln(f, 2, 2)|>0, 
要 从 这 个 定理 导出 陆 静 斯 基 定 理 的 后 半 部 分 , 首先 证 骨 
引 理 室 和 (有)>8 logn, 0<0b<1., 
【证 明 1 首先 证 明 当 一 1 和 < 过 .<w<<1 时 ， 存在 次 数 不 高 
于 名 的 多 项 式 卫 (2) 适合 
[Plg) | <8Vr (k=0, 1,., %), 
但 是 [一 刁 中 有 点 满足 P(o)>logn. 置 
| 0~—arc 009 和， t= ar0 C08 zy, 
则 0< 包 <m， 我 们 要 证 : 有 余弦 多 项 式 卫 (从 ( 阶 数 不 高 于 号 以 及 
a(0<a<n) 适合 - 
了 (的 1<8vV a (k=0, 1, a Ta) > 10gn,. 
由 是 可 知 多 项 式 了 (2) ~ 了 (are eos 必 ) 满 尼 卫 Co) = 了 (odh(o)， 
IP() | <8VEM(T), M2) > 3 (ec—008 四. 


置 ee 得 到 加 (及 ) 二 5 logn. 现在 证 明了 了 (0) 的 存在 , 
设 mw(9) 都 是 阶 数 不 高 于 如 的 余 强 多 项 式 、 置 
oz 的) 一 0 (Fg), tr (1) =1; 


A(0) 一 .208 EY Ps 


oo sat D0 conte D0 4 con (2n + D9 
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则 因 六 sin hn/ 的 绝对 什 小 于 2 
14(9) ~B(0)| = | ag) z 字 (gin bw) /b| <4/. 


余弦 多 项 式 U (0) = A(20) - 久 {B(xt+0) + BOr—0)}c(0) 在 [0， w] 
”上 的 积分 等 于 零 , 它 在 [0, zw] 中 至 少 有 一 个 零点 0 
U (la) =0, 
置 T(9)~[4(0+0)+A(O—0)]—S{BO +0) + B(O:— 0)} ox(0). 
这 是 一 个 阶 数 不 高 于 的 余弦 多 项 式 , 它 满足 
Tb) = LAGto) — BOOTta)]+ LAC — B(OH—a)], 
| IT(0) |<8V a, 
另 一 方面 ， 
Za) = .4(0)+D(a) = 4(0) -1 十 去 十 … 十 二 > logm， 
引 理 2 证 毕 . 
现在 证 明 陆 静 斯 基 的 定理 : 假如 
iim sup @ (二 ) logn>0, 
那 玉 当 S(w, 互 )>0 时 ,C(w) 中 有 (ao) 满足 
|f (2) —L(f, 2, 2) 有关 of 
“事实 上 ,从 w( 工 )logm 的 上 限 为 正 的 假设 ,我 们 得 到 自然 数列 


fw) 和 正 数 4 适合 6( 士 ) log mw>a， 对 于 wy 有 自然数 为 泣 必 


bk; lop EE log Fr1, 
由 引 理 2 我 们 见 到 


1 Ns/ 1 Yolgkh 
of 人 Ran CT) )>3 2( 声 jg hb/ mi) 
由 于 


到 (gi ie) ?eho (i : | Sa. 
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所 以 ， 
Tim spo (Faryy) hn(X)>B>0. 
由 定理 .CCw) 有 了 (2) 适合 lim sup1f(z) 一 蕊 (Ff, 及 , 2)1>0， 证 毕 . 
【定理 9 的 证 明 】 设 [ 一 1 身 中 的 和 使 于 | 克 (w)| 取 最 大 筷 
和 (三 )， 
ss(¥) = Bl (an) |. 
设 gh(2) EO 一 1 生 ， gs (2 四 ) 一 sign 了 (ci 在 (zh01, xi) 上 ye) 是 
一 次 的 (线性 本 数 )。 由 是 可 知 
lgn(2) {<1, 
L(gs, FE, zn) = EI (a) gn (2 ) = (a) [= AI). 
下 面 将 证 |gn(2) | 入 2n2 和 (了 )， 从 而 六 (2) ELipl1， 因 此 
nv) EO(w). 
不 芒 假 设 1,(gm， 太 ,2) 一 gm (2) 1 =oll1); 事实 上 , 当 左 端 #0(1) 
时 ， 定 理 9 已 经 证 明 完 毕 。 由 定理 9 中 所 设 的 条 件 ， 存 在 4>0 以 及 
{ry} 适合 | 


mw (于) 
又 不 妨 假 设 1 人 go 芋 , 2 一 gn(2) 上 <1 当 j>>i(6=1, 2 …) 时 成 立 。 
利用 引 理 2 我 们 可 设 
Mui( 妈 ) 关 册 和 ol( 下 ) 关 从 ww( 吾 )，tWri200， 


of 1 ) hw {TX) 0, 


由 是 可 知 
7 四 -为 向 全 eco(-L 9D， 
现在 还 要 证 明 fE C(w) ， z | 


对 于 >0, 设 my 是 适合 代入 (于 ) 有 >>1 的 最 小 %n， 从 而 
| gn. CT 十 及) — gn, (tm) | 2 2 
~ tin? 


当 <3 时 成 立 ， 由 于 如 >>1 全 有 w( 引 /#20w() /4， 所 以 


nh < 2 (Bh)a-t, 


20 (h) 
Mrs) OT/ myMC)) 
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假如 >>7 那 末 


{gm (2+ h) 一 (2) | 2 20 (1/n?A,, (TT)) (月 
i9 ef hk 2 一 一 一 二 
Ans( 态 ) AR Ey Eig 


总 结 起 来 ， 从 
(fF (2+h) 0) | < (2 号 类 -4a+ Sl gi = 8 (hy 
到 :*l Ey a 


得 到 (oj EO(w). 
级 数 
fem) 一 (fs X, am) = {gn 人 su) ~ Tn (gms 下 au) 和 ( 玉 ) 
的 第 ， 项, 当 T<>< 时， 
la) 一 Po ,to0) | 4 


Hy 


另 一 方面 ,我们 见 到 


PR 卫 ， 名 ) | n(n) I 
A ( 避 ) ~ i, 入 ( 交 ) < (>>), 
Tn, (Hn,, 及 2) | A (X) RP—yp | 
人 
由 是 从 
一 se i > 己 Ly | kp 1 
f (2) — Ll(f, 于 ， sm) < D4 工 十 之 全 a 言 
得 到 


lim supf (0) —In(f, X, 2) >>0. 
我 们 还 要 证 明 | 多 (2) | <2m7 和 ,( 斑 )， 我 们 见 到 


9 - 
1 
OO | < mma- 


因此 我 们 只 娶 证 明 不 等 式 
<rnA (2) 


rr z 
对 于 ?一 0 二 …, mn 一 1 成立 就 好 了 ， 由 于 287(289) 一 1 区 (cg 一 0， 
所 以 (wy, et 中 有 上 适合 于 


-1 (op) I (oD) _ 
下 
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右 端的 绝对 什 不 大 于 
一 D max IY(o) | <n XT), 
因此 2 一 zm <n” 六 (及 )， 定 理 证 明 完毕 . 
”至 于 最 后 论 斯 ， 我 们 应 用 了 马尔 可 夫 (4. A. Mapgon) 的 定理 ， 仿 
如 次 数 不 高 于 4 的 多 项 式 P(4) 在 [a, 引 上 的 绝对 值 不 大 于 下, 那 末 在 
[a, 好 上 ，|P'(o) 1 和 28on2/ (5 一 8) (参见 那 汤 松 的 < 函数 构造 论 > 第 六 
章 $6)， 这 个 定理 ,对 应 于 三 角 多 项 式 的 贝 恩 斯 坦 不 等 式 , 前 面 实在 已 
经 用 过 ， 
定理 19 当 入 .( 互 )ofT/nahw( 写 )) 的 上 限 是 十 ce 时 , 0(w) 中 有 
F(z) 适 合 
lim supl| I (f, £, 2)1—o%, 
【证 明 】 对 于 互 ， 我 们 定义 折线 函数 如 前 ， 由 反 证 法 , 我 们 不 妨 
假设 四 
lim suap| L(gm, TA, +) 一 gr(Z)<soe (m=0, 1, 2 …)， 
又 fn)} 使 n>2% 以 及 四 (Ja (了)) 之 40 (13 人 ( 瑟 ))， 
那 末 绝对 收敛 的 级 数 
(OO 一 各 oo(L/nogr( 了 ))gu(a) 


定义 着 一 个 连续 函数 ， 由 于 jn( 瑟 )a (ar2/js( 瑟 )) 的 上 限 是 十 co, 所 以 
不 妨 假设 ， 
Cn 入 )) ha( 开 ) 之 2a(my 四 境 ( 是 )) Mas( 令 )， 
wma (EX) (T) 3 olny (EK)) | Ln (gr, X, ©) | 
” (>2, ~1<r<1). 
其 次 证 明了 (z)E0lw)， 设 身 是 适合 地 hw,( 王 )h 之 1 的 最 小 自然 
数 (j 之 二， 则 当 i< 时 ,不 等 式 
(f(t fC | < Solnr’ CE))1gu(e 二 月 一 gu 人 | 
的 第 项 小 于 或 等 于 
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20 002 (于) 04An[ 定 ) 太 
2X8TTio (nh, (TT) nd, (X)b. 
假如 i>;,， 那 末 级 数 的 第 5 项 小 于 或 等 于 
xd nN) Sx doh), 


由 是 可 知 
Hte+ 月 -FT<2o 的 人 2 呈 8 二 局 妇 人 
<80(h), fF(2) EC(w). 
最 后 证 明 Cf， 斑 , 2) 1(n 一 1，2,…) 是 一 无 界 数列 ， 由 于 级 数 


Tf, 3, sm) = om ha (三 )) Ln (gn T, 2) 


的 开始 4 一 工 项 之 和 呈 大 于 或 等 于 一 于 和 s(X)owOr2jRa (CE))， 而 第 
有 项 是 
wn (TR)) L(gms TT, 2m) ~ wn (TE)) An.(T); 
当 5>b 时 ,级 数 的 第 项 大 于 或 等 于 
on (TH) NF) dn (T) NT) 
所 以 级 数 之 和 
Lf, YX, SN (Fo (mz)) 全 一 各 一 47!) 


1% 
= 于 hw (Xone (TI)). 
当 mr~>co 时 , 最 后 的 数 趋向 于 十 cc。 证明 完 毕 . 
前面 已 经 提 及 , 陆 前 斯 基 还 证 明了 下 述 定 再， 
定理 1 设 w(p)/o 人 的 >o>0 (>0) o( 款 ) zw( 研 ) 关 ofCD， 则 
C(ow) 中 有 了 (使 1 人 o) 一 Ln(f, 了 可 1x*o(D， 


【证 明 】 由 定理 9, 我 们 只 要 从 定理 并 所 设 的 条 件 导出 
lim Sup wn 71( 玉 )) 和 hn( 玉 ) 之 0. 


首先 假设 ”和 (和 ) <IT (> 交 )， 那 末 当 mw%> 帮 时 ， 
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OO 人 WA 一 ( 王 ))ja( 王 ) 关 (9 和 ns( 定 ) 
= (wR) /om )) Gn) /wn ) wn A (TI) 
> lim sup w (nDNA)>0, 
在 有 吕 适 合 h( 革 ) 之 加 tm 个 o0) 的 情况 ， 
Qn ha (下 )) 和 An 是) 间 (2( 征 )) 和 nu 人 总) 
>O(As (NM) {On /w (hn ())} 


au) lss(R)) ,09) 
a 


由 是 可 知 定理 成 立 . 
在 wlnr1( 卫 )) 和 (于 ) =olD) 的 情况 ， 基 西 与 沙巴 多 西 证 得 如 
.下 的 

定理 42 当 w(n-%71( 六 )) 和 (下 ) =0( 人 DD 时 ,存在 产 ={(y 人 ?gf 
到 < (加 一 耳 yl1), 适合 入 (7 了) Mm( 玉 ) (n>0) 并 且 对 
于 任 一 f(w) E O(o) ,成 立 着 

[F620) 一 ZTCP 了 oO =o(D (n>e0). 
【证 明 】 襄 作 成 卫 , 首先 作 三 角形 阵 吕 OV), z= {，1<t<3: 


当 1<i<w 时 ， 


-00Og mln CH) Ww 
5 二 3 2 208 Bi 二 3， 


对 于 满足 % (¥) hn(2) 的 四 定义 y=z 罗 Gi 一 0, 二 …, nn)， 对 于 
"An 下)>Aa(2) 的 mn， 置 Y" 一 一 0 了 …, mw)。 我们 将 证 ( 证 明 见 
下 文 )， 

(&) 取 适 当 的 如 可 使 


UCT)) 一 A( 革 )。 
因此 , ht 了 ) 一 和 (下) Ww 一 0,，1,2,…)， 我们 又 将 证 明 


(b) SUD, so) {=0(10gn), 
(0) WU (5), os) + (U (v), 2) =0(L) 


以 及 如 下 的 事实 ; 
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(d) 不 等 式 

max {IHOCU (7), o) |+ fCU (7), 0)) | > 到 人 (Co) 
含有 wx 扣 一 各 入 370mra2Xia(DCz))， 


首先 对 于 如 下 的 mw 记 做 mx: 或 是 和 (于) 志和 (2), 或 是 
WA 


max{ IP (UD), oI+ (DU(), oI<Hm DD). 
我 们 证 明 |f (2) 一 Lm(f,Y, oO) | =0(l) (omrso)， 

由 于 人 (naa7()) 和 (了) =oll), 所 以 (三 ) logn=o0D ( 陆 静 
斯 基 的 定理 )， 又 从 jw(2) 一 0Clogn) 得 到 和 (FY) 一 O(logm)，An( 六 ) 
< 和 (2Z) 的 话 ， 假 如 后 者 不 成 立 , 从 (6) 又 得 前 者 ， 总 之 ， 

jw(P) =0(10g me), 
Lm, Y, of (0) O(n,(F)o (Ff, B-)) 0D. 

记 全 一 {mj} 一 {0}, 有 ~=1 十 [VW] 设 次 数 不 高 于 及 的 多 项 式 
中 ,最 接近 于 (oz) (一 1<w<< 了 的 是 (2), 则 当 汶 >>L 时 ， 


-mo =0(o(F, EE) -O00(E)). 

. Fw) — Ln, 这 2) =0(o (二 )) + Imp—f, y, 2). 

未 项 等 于 

Te(p 一 记 也 ot ) py) f(y ) YF, o) 

= (poyo) —f (97°)) iY, 0) 
AAAI LA 


从 而 


最 后 的 和 等 于 
o(o(F)) Olog hy) =0t1), 
因此 ， 
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Ln Pi 一 六 Y, 人 一 -oG)+ 妈 (py) ~ CY) UP, w) 


-人 四 十 [popo) ~—f (80) LICY, @) + CY, 0)] 
十 [Die —p yy) + 8) — fy) I CY , ) 


-oD+o(o(E) 


+ {yO +O( ol, py)) iY, o). 
大 插 缴 中 两 项 之 和 等 于 
Ot yg —yeo| Lp (0) | + olnr sha CF))} 
= Onat(F)) + OCo(nr Mal(F))), 
又 因 | 人 8?(Y, 2)1 <X( 了 ), 故 得 


Lapi—f, Y, o) ~o(D) +0( 0 (FE))+0n7) -oD), 


f (0) — Ln(f, 了, ») ~oll), 
因此 不 论 % 是 my 或 mm 我 们 见 到 (2) 一 L,(f,Y, 2) =o(l). 
定 再 12 的 证 明 , 还 缺少 (a), (b)，(e) , (d) 的 确立 ， 首 先 证 明 (a). 
从 插值 点 组 口 (7) 记 作成 的 基本 插值 多 项 式 是 


Tilo) ,wh sb 
7) i +T » 
和 人 


(n) (nm) with) 
OU (r), 2) ~ (Z, 19) LE 


这 些 函 数 是 与 名 有关 的 ， 设 加 = 二 则 1 ”从 而 
MU(T)) 一 知 ( 作 )， 
设 刀 >3, 则 w 人 一 字眼 着 | G7), 2) | 各 (U7), 2)|， 
MU (7)) 一 十 co， 
由 是 我 们 总 可 以 取 适 当 的 所 使 Xo(Z(T)) 一 Xo( 工 ) 
其 次 证 明 (b). 这 里 分 两 种 情况 来 讨论 ， 当 一 1<z<wb? 时 ， 


> 
0< 站 -2 < 
Zo 一 多 


从 而 
0n) 


— (#4) 。 
ED, DI [CZ 9) 2 | 


4) 


< | (g, vw) tr | 
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这 是 不 大 于 |1?(2, zw) | 的 .事实 上 ， 
(多 一 1 一 0) =1+ (uf —2")/ (2 — wb), 


CW) on) 8 mh ao (二 Dr (1) 
Wo TT min dnt4 nF 
曙 . 并 a 全 
NT 
Ut — 2 > — 2 = C08 Bx _ Brr 


Bi “0 Zn 


» pind a TT 
= 9 Sn 一 一 一 Hn 一 一 一 一 
nl Bhi 
罗 TT 
zu Dn n+l1 
wa nT 
加 十 4 


假如 如 zx 志 1, 那 末 当 了 > 并 时 ， 
or) ，c) 一 (一 1 Ton(g) . dk ,2 — wi 


2 2 化 一 ro “ZH— Wr 
你 一 2 >2 = 2 一 609 


<1 (2<i<m)， 


了 +1 es 


le) | < nialo) < or D)?, 


Bm _ (2%+1)n 
nt nT 
ow d+t2)r G1)w 
2 Win 2n- 2 ee pr 


J in tn 一 G+) (ol)n 
Yi- mi < 


N+ 2) 
Vi <sin ht 


(<1<m)， 


n+1f 1 + 
vim | 2 \iI rr CR 


人 一 和 % 十 1] 工 | 
| (2<in), 


化 一 v1 =1~ C0 


Tyr (n>l), 
总 结 起 来 ,得 到 


8. 播 什 逼 近 法 347 
SOD, D1 < (r+ + be. 
现在 证 明 (0)， 首 先 在 1< 刀 <2 的 情况 来 证 (e)， 此 时 


[Ts ud) | 一 sin CE 1 (n=0, 1, …)， 


mo (3 二 如) in (Bt) 
我 们 已 证 一 2 一 2 sn 看 地 4 Sn mt ; 从 而 


(1) 一 200) 2 gi 证 。 王 
WT 


联系 到 2 一 ?<2 in in 十 (">0) ,我 们 得 到 


2 a Ut 


2 


另 一 方面 ， v 1—2 = Sin < < 当 Wb < 时 ， 


十 2 ”20 十 2 
ed 
TZ1 
| (nm) 2 Bi 二 《Km 
因此 得 到 |# (DU(7), 2)| <{nt+l) nT 二 3w. 假如 zz 科 , 那 


末 民 Iaktz)/z 一 加 | < (nw 十 了)? 得 到 


w 3 1 1 
(UD, w) | < 十 二 i 2 


由 的 (07), 有 和 的 (D(z), 9) 的 表达 式 ， 得 到 它们 的 和 的 有 界 性 . 
现在 考虑 2< 志 <8 的 情况 ,到 (IT(r)，2) 十 咎 (CT)， 2) 可 以 写成 
了 ,12) | We — 2 十 (2 — 2 


wo—2 Tor ) | 
es EG EE 
Tr (ud mi ur) (w+tl) (2— aA) 
其 中 . 
wf 一 2 3mr2(3 一 加 ) TW) 之 3 一 杨 , 次 一 次 窒 一 3 


4(m 十 1)2 
区 间 (z9, 6”) 中 有 台 适 合 于 


1 _ Vi—2 和 (WU — A ) Y 1—2 T(E) 
Fr) ntl1) (ue) (Zn +2) Trri Cd) 


(ni) * 
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事实 上 , 左 端 可 以 写成 


Tui) — (0 — 0 ) Tha 2) 
Dar ud) Dna Ce ) C2 人 


右 喘 小 于 一 一 利用 17nsa(S)j 窒 (十 二 578 
(ot) Sm 1 m1. 
3 4 ml (3) TI _O(D) 
A (3 一 如 ) . 
当 n>1, vcog 人 时 ， 
Sh . 3 5 二 
>> 08 CO8 i 十 2 > 5. (nt+1) . 
08 
假 奶 #008 = ; 那 末 20? 一 2 之 009 二 508 TI 全 于 1 
由 是 可 知 


Un), w+ UT), WI < n+1)? 


3r 
3z2 1 人 3 2 十 纯 
* -一 一 (3 一 如 二 一 | 已 人 十 一 一 一 一 一 一 一 | 
4 Eh 3 一 看 Tm a | 
这 是 0( 了 ). 


最 后 证 明 (9) 。 首先 指出 ，| 允 (CU(n，o)|> 天 jn(T()). 假如 不 
然 , 那 示 结合 到 
人 (本 + 和 人 人， D+# (U7)) 


二 于 jn) +0(1), 


所 设 条 件 max{ I 人 (0(7), 四 | 十 | 和 (IC 可 > 二 和 (Cn)) 不 能 
成 立 ， 另 一 方面 ， 
t(D (7), 2)| 
(人 (4) 3 3 
Dr 
从 而 得 到 3 一 二 <5z3/h(D(7))， 因 此 ,得 到 (d) 的 结论 ， 
ks 370 


一 一 一 -一 > 一 
定理 12 证 明 完 上 毕 . 


4 mil ~ 4 ma ~ lA 


第 八 章 


一 般 的 三 角 级 数 


1。 黎 曼 的 理论 及 有 关 事 项 
在 第 二 章 的 $5 我 们 定义 ; 当 : 


时 , 称 级 数 于 ww 可 用 (B, 如) 求 和 法 求 和 ,所 得 的 和 是 妨 ， 我 们 也 证 明 ; 
当 4>1 时 , 求 和 法 (RB, 有 ) 具有 正则 性 . 黎 曼 原来 的 求 和 法 是 (RE, 2)， 
在 (B, g) 的 基础 上 , 黎 曼 建立 了 三 角 级 数 的 一 般 理论 . 

当 an 一 0(1), B= 二 041) 时, 写 着 4 二 An(2) 二 Qn608 nw 十 Bn sin nw, 
从 过 续 画 数 卫 (2) =0 十 Oz 十 言 4oa2 一 裤 4,(g) /wr 得 到 


EA dA -如 (时 由) . 


当 hr>0 时 , 左 端 的 上 限 与 下 限 分 别 记 做 多? 五 (2) 与 多 3(w)， 假如 极 


限 存在 , 那 末 写 着 
SE OES ai 2F(%) _. gpg), 


Dn 


称 它 敏 也 (2) 在 o 的 一 般 二 次 导数 .由 是 荆 4,(z) 一 8(o)(B 2) 与 


人 


和 


多 ?了 (vw) 一 Slw) 是 等 价 的 . 
首先 提出 如 下 的 问题 ， 周 期 冰 数 f(z) 二 f(z 二 +27) 在 怎样 情况 下 ， 
可 用 系数 为 o 了 的 三 角 级 数 的 黎 受 和 ( 即 (至 , z) 能 给 的 和 ) 米 表达 ? 
定理 1 具有 周期 2w 的 函数 了 (2), .可 用 系数 为 0(1) 的 三 角 级 数 
来 表达 的 充 要 条件 是 存在 函数 五 (人 适合 多 ?了 (zw) 二 f(z)， 并 且 对 于 


任 一 区 间 (2, c) 上 的 任 一 函数 中 (z)， 当 它 满足 


CB) 一 市 (e) = Cb) = (0) —0, 
vo) -| wa (Gweo) 
时 ,成 立 着 
lim 2 Plw) ya)oos (es—a)de—0. 


【证 明 ] ”条件 的 必要 性 . 设计 4,(2)=f (2)(R, 2), A,(2) =o0ll), 
则 对 于 正 数 8, 14,(2)] 过 sw 之 no)， 从 王 44(%) 作 了 (2) 当 h 一 0 时， 


S40 ( a) -o£). | 
设 mh<z& (m+1)7, 则 
入 4 人 (全 ) |< 第 ,| 总 和 9 (3) |< 寺 i 


(sON) TBF (ws—2h) 2F (2) 2 | 
因此 , | 了 (2+ 4 |<e( 尼 + 2z ) 寸 oCD) . 由 是 ， 


lim Ps+2N) + Fws—2h) —2F (zr) Pe 
n+0 pe 


DiF(w)=D F(%), DEF)=D.F(2), 
要 证 训 ] …az-o(1), 不 妨 假 设 C~C'=4o~0; 从 而 


F(t)=—Zn Al). 
写 着 所 一 中 二 68， pn 之 0,， 则 有 {Yr} 适合 于 


—F(w) -> pn COS (nw — yn) "m3, 
从 而 有 {94} 与 {ys} 适合 于 


】 Nii™ 
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了 Oh, a) = F(a)y (soos Ww (wa) dw BD 十 也， 


=- 吝 训 多 [ (oeos (ptn)o—y)do, 


= 吾 时 嫩 yw)eos( (pr) do 
利用 由 (8) 一 岁 (0) ~0 等 条 件 ,我 们 见 到 
fy) oso—y)ae=— "(eos (ho—y)de, 


因此 , | 五 他 ,oa) | 小 于 或 等 于 
pS pn nn) 二 pa n(n—w]) 


NT 2 n2 (n+ re)’ s=1FpD) 2 (nO— i) 


这 里 的 {7(n)} 是 o(D)， 对 于 y 均匀 地 mn) =0(l) 而 适合 于 
fw Cw)eos (ns—yas| < n(n), n(n) 40. 
由 是 ， DB pn nip) /Dm nt mE NM) En pn/ Ho, 
[#2) 国 1 
六 只 潮 <( 多 ( 旬 "2 人 -0( 太 ) 


nn 
D0( 岛 ) 呈 方 ~0( 坟 》 


tw PR 


总 全 名 -0( 名 2 方 )-0( 启 ) 


总 结 起 来 , 地, 9) 一 0 必要 性 证 毕 ， 
条 件 的 充分 性 ， 首 先 证 明 许 瓦 兹 (Sobwarz) 引 理 ， 像 如 Xe) 在 


et 当 a>0 时 ,函数 
glo) = 
满足 gagfz) =26>0 (qa<v<3)， 假如 有 0 使 g(z) >>0, 那 术 (@, 5) 有 
m 使 当 加 充分 小 时 ， 
. gti h) ~ gm) 0, gvi—h) — ym) < 0. 
这 是 与 9ag (wi) 之 0 不 相 容 的 ， 因 此 ; 9g (2)<<0(a 所 4 所 5), 但 是 
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stZ 一 46) (z 一 在 (a, $8) 上 取 负 值 , 8 可 以 很 小 , 故 必 


h(w) —h(o) — eh) h(a) 一 0 (aor<b). 


引 理由 是 成 立 . , 
将 条 件 22?(z) = 了 (w) 与 引 理 相 结 合 , 从 信 * {F(z+2m) 一 也 (2)} 
~0 得 到 了 (s+2m) 一 了 (a) -az 十 B、 置 ao 一 2x4do 0'= 帮 -一 各 , 则 得 
F(z+2m) 一 O(z 十 2m) 一 二 Aolw+2m)? P(e) 一 0 一 读 A 
因此 G(w) = 了 (0) 一 01v 一 千 4o 吉 是 一 周期 函数 ， 


lim 12 | G (ow) $s) cosp (wn—a)dr—0. 
这 里 取 65,6 以 及 由 (4) 如 下 ; 5 之 一 ww 6>w, 由 (4)=1( 一 nm), 
| |)” 二 | Gay cos p(w—a) dz —0(l) (4— 00); 
座 一 ?2， 因 此 ， 
{G0)o08n(o—a)dv—old), 


到 CO= 雹 人 Ge)dm, 风 得 


12 22 所 


从 而 也 (0) -0+ Oo+ 人 oo- 忆 生 的 Go 人 -让 失 是 


Rn 
马 4,(z) 的 (斑纹 平均 值 ， 定理 证 毕 . 
定理 全 ”系数 ww， ,为 o(1) 的 三 角 级 数 
SA,{m) (dfoe) 一 ao cos nt+t Bs sin no n>0), 
在 ze 具有 收敛 性 的 充 要 条 件 是 只 关于 黎 虽 函数 


F(g=~O+Oz+ 鱼 加- 习 生 旬 
一 全 


在 zo 附近 的 性 质 ， 事 实 上 ,了 4u(zo) 收敛 的 充 要 条 件 是 极限 
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Hm |, ,P+ an) p(t) i dt 
sin 


Ho 下 


3 
的 存在 , 这 里 0<2s <<w; p(t) 是 任意 的 , 它 在 (一 2e, 2e) 上 具有 p (全 ， 
Pp(—28)=p(2s) ~0, p11 (~s<ti<e). | 
【证 明 】 假设 p(t 十 27) 三 p (4), 并 设 当 iE( 一 2e,，28) 时 ， 
p(t)(|t|<<w) 等 于 0， 那 末 p( 土 28)=p'( 土 28)=p"( 土 36)=0, 
p( 士 6) =1, p'( 士 8) =p"( 土 e) 0、 函数 


B() =F) ~Ot— dot 
适合 (wm 十 豆 的 话 ) 
4.0) -过 | D(att) (~v eos) 0 


- set -人 (纪念 和 


-去 全 LA (sin pt /sin 习 计 ) 

利用 条 件 p(0) =1, p'(0) 二 p"(0) 一 p"(0) 二 0， 上 面 的 积分 等 于 
人 (sin I gin 喜 )]4op 的 型 -HoCD ~2rAe. 
从 而 得 到 5 z 
ho+ 汶 hl) = | F(z+t)plt) 入 (sin pt /sin d+ olD). 
证 明 完 毕 . = 
” 设 c[0, 2 四 ，4(z)=meosnz 二 Rssinyr， 怎样 的 盏 能 从 
于 co 十 袜 4 -0 (ze 加 


断言 0 一 0(n=0, 1 …)， Bs 一 0(n 一 1 2 ，…)? 这 是 康 托 (G. Cantor) 
的 间 题 。 又 若 呈 4,(w) 在 如上 收 乞 于 (4),f(4) 在 加 上 依 某 种 意义 
可 以 积分 ,在 怎样 的 情况 ,能 断言 五 44(z) 是 7(c) 的 依 这 种 积分 意义 


954 
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的 富里 埃 级 数 ? 此 时 | 召 | ~2m 是 一 必要 条 件 , 问题 是 在 


S| A (n=0, 1, +) 


何 时 一 一 在 
的 问题 . 

康 托 证 明 ， 当 召 的 余 集 CB= [0, 2r] 一 瑟 的 某 次 一 一 说 是 + 次 
一 一 导 集 (CB) 是 空 集 时 , 一 切 系 数 mm 和 B 都 等 于 零 ， 这 个 定理 是 
下 述 定理 的 特殊 情况 . 

定理 马 假如 也 十 C (EB)= [0, 25], 肪 ,CE=0; 0 了 不 含有 完全 
点 集 ， 那 末 当 和 (cosmnw 十 Bn sinnw) 在 吾 上 收敛 于 堆 时 ，m = 一 0 
(w=0, 1, »…). 

这 是 特 : 拉 , 伐 赖 - 普 山 (1912 年 ) 的 定理 . 

【证 明 】 由 于 CE 不 含有 任何 完全 点 集 , 所 以 | 如 | 一 2 又 因 级 
数 在 加 上 小 襄 , 故 必 an=o( 了 DD), B= 一 0 了). 在 吾 上 ，221(z) =0， 但 


五 (oO =O0O+C'w+ 于 mm 一 包 (w Cos nwt Bs Sin ng) /ns 
1 


置 20z = 也 (2m) 一 户 (0)， 设 连续 函数 g(%) = 五 (%) 一 玉 (0) 一 2wsw 不 是 
一 次 的 , 它 在 (0, 2m) 中 的 wo 取 最 大 值 , 则 当 hh 时, Dig(wo) 所 0, 
D-g{vo) >0, 
BIF (120) <0, 

写 着 (g(t0) ,月 ) 二 9g (to 十 用 十 9g (zo 一 用 ) 一 2g(zo)， 我 们 见 到 

lim 于 Ce)， Do 

hr0 
从 而 Dty(zo) 一 0, D+F(w0) =g. 

设 go>9，go 一 9 很 小 的 话 , 当 8E [g, 90] 时 ,有 4 使 
多 (2) 一 六 (o) — FO0)— hr>0, 
设 在 (0, 2r) 中 ,适合 gr(z) =0 的 最 大 的 = 为 mm, 由 
kv =F (28) — FO0). 


”在 (0, 2') 上 ,应 用 上 面 的 议论 ,得 gs(s) 取 最 大 值 的 上 限 om 
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DF (8 ) EO0, DF lg") 一 而 

设 天 < 三 E lg, 9o),; 则 ww 与 铅 相 当 的 0 不 相等 ,人 队 

(or ) = gr(0) — (bi—b) 2 , guo) =gr (ok) — (hb) 
知 允 > 台 .由 是 可 知 [g, 9o] 中 的 所 对 应 的 w' 所 成 之 闭 集 ,是 不 
可 列 的 当 2E 吾 时 , 多 :下 (2) 生 0.、 适合 儿 2F (zw) <<0 的 所 成 之 点 
集 必 会 有 完全 集 . 取 e>0 适当 小 ,函数 G(z) 一 了 (zw) 十 sem? 满足 了 (x) 
的 性 质 , 从 而 窟 2G(z) 和 0 的 的 集 含 有 完全 点 集 ， 因 此 , 适合 

BF(2) < —e<0 

的 一 切 e 记 成 之 集 含有 完全 点 集 ， 

函数 9 (2), gr (z) 等 在 开 区 闻 (0，2z) 中 有 上 述 的 x', w' 的 原因 ， 
是 g (2), gx (2) 不 是 一 次 函数 ， 此 时 0 加 中 含有 完全 点 集 ， 由 是 可 知 
卫 (z) 是 一 次 函数 ， 从 而 在 五 上 ， 

Ast Dds) 一 0，| 盏 | 一 2m， 


左 端 是 一 富 理 埃 级 数 , 必然 地 一 切 系数 都 是 0。 定 理 证 毕 ， 
定理 人， 设 三 角 级 数 屋 4v(z) 的 系数 是 o(D)， 部 分 和 绝对 值 的 上 
限 函 孝王 (z)-limsup | 立 4,( 罗 | 在 [-ms m] 上 可 以 积分 , 使， 
(wz) 一 co 的 一 切 2 所 成 之 集 不 售 有 完全 点 集 ， 那 林 有 了 (w) E 工 (一 m 
7)， 以 器 4w(z) 为 富 理 埃 级 数 ,了 (2) 与 全 A,(%) 的 黎 曼 函数 丈 (z) 之 


系 
i BF (wm) 生子 (7) < BPY). 


【证 明 ]】 我 们 只 要 证 明 ， 有 f(z) 与 常数 p, 9 适合 于 
Plo) -| 时 foDau=pz+9， 
事实 上 , 从 这 个 等 式 得 到 
‘2dr—P'(m) 一 本 (一 由 一 | f(r)d, 


oan) 1e+cvz+ 亏 Aow?—F(e) ooa nw adw 


-直人 可 (2) 一 4oz 十 CI} sin nvdo—| Ff (2) cosnedes, 
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. BT = 人 7 qin ne dy, 


从 而 Fe) 和 ~ 4,(z). 
现在 从 @(z) EL( 一 x, ww) 导出 了 (2) E 工 (一 mm, w), 这 里 
GF (2) SF 2) SBP (2). 


当 m%->ce 时 , 记 4o(?) 十 … 十 (ww) 的 上 限 与 下 限 为 f(z) 与 fz(2)， 


设 户 (四 < 十 co 户 ( 坟 > 一 “9 则 
4) 一) + fa (0)) Os+ en 


这 里 | 和 .1 和 二 |es| 过 5 (n>mo 一 ?005)), 对 于 柳 曼 级 数 施 行 和 莽 变 换 ， 


肌 G) = 马 4( 焉 辽 ) -六 和 售 (F(9 一 (DD)0+e| 
xd( sm 号) 十 吉 ( 户 (十 户 (o))。 
当 j-*0 时 ,变换 所 得 的 最 初 有 限 项 的 和 六 趋 近 于 0. 因此 ， 
Bl) 一 到 ( 户 人 十 户 (c) 


-oOD+ 训 [~ 于 (1(0) 一 产 @)0， ot! a]. 


从 二 neg 十 工 准 帮 


” 最 后 的 级 数 的 绝对 值 小 于 


信和 信人 一 疡 GD)+ 引 人 | 训 ( 畔 全 


记 ^~ 上 | 名 (办 5) |at 我 们 见 到 


lm sup P, (2) < {flo) +fa(o)} + (fie) fe) +} 
lim inf Pi (2) > {fo) +fo(o)} A{ 寺 (f1(®) —f(D))+0). 


令 8->0， 我 们 得 到 , 
:0 fe fl) ele) gp), 


lms 


了 


| MT 


[EY 
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BF (2) < he) 3 fate 十 fa (0) = fale) | 


由 于 户 (z) 和 Fatz) 都 属于 工 (一 zm), 所 以 在 92 (z) 与 殉 P(z) 之 
间 的 f (8) 也 属于 工 (一 % 可 )、 
现在 要 证 ， 当 B32F (2) 和 je) 二 FT(w), B(w) 类 co 时 ;函数 


F(e)- 人 | dt [fa 
是 一 次 的 ， 证 明 的 基础 是 在 伐 束 - 普 山 的 引 理 : 对 于 f(z) EI(a, 5) 以 


及 s>0, 存在 连续 函数 gi(%) 和 ga(%) 适合 于 


0< ga(z) — | Gdt<e， [ fH) dt— ga(e) <s, 
min(D_gi(2), Dig1(2))>f(%), 
max(D-ga(2), Dtg2(2)) < fr), 
这 里 6<z<?。 从 这 个 引 理 ,我 们 见 到 : 函数 
CO DAC MAGLA 
$a) Fe)— | di Gao 
之 间 , 存在 着 如 下 的 关系 
同 过 由 < 曙 ， 遇 一 2(8-a)s (5 一 me 一 一 本)， 
Bs) > BFS) —f (8) >0, 
Peale) < BF (2) —f (0) <0. 
由 是 可 知 |; 
PC De {hh 一直 (一 0)} 


Js (4) > F(— i eta y(n) — —ths(—7)), 


因此 ,由 (z) 介 在 两 个 一 次 函数 之 间 ， 由 于 这 两 个 一 次 函数 的 距离 可 以 
任意 地 小 ,所 以 由 (2) 是 一 个 一 次 函数 . z 
- 最 后 证 明 上 述 引 理 ， 首先 在 f(z) 之 0 的 情况 ， 来 作成 引 理 中 的 攻 


四， 设 s>0， nb—a) ti 8, 不 等 式 mm <<f (2) < On 二 了 成 立 的 
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一 切 。 成 一 点 集 本 .我 们 见 到 z 
了 mr 如 [< float Dol Bl < fwdrtemn, 


设 %9>0,， 三 (wn 十 Dm 近 1， 取 区 间 的 集 {6*} 覆盖 ,而 使 其 全 长 
之 |6m| 过 1 十， 设 全 各 与 (ao 2%) 的 交集 为 SM(z), 旱 


Dt DnB (0) ge), 
则 gn(5) 大 于 | fe)do 而 小 于 | fe)dw+s, gu(z) 大 于 [了 (4) 和 而 
小 于 上 fdtte, 当 aE 画 时 ,= 落 入 一 个 39， 取 | 寻 足够 小， 


CD mn 二 1)， 


因此 , h(x) 是 所 要 的 函数 (第 一 个 函数 ) 。 
其 次 , 对 于 一 般 的 7(w) 作 gi(%) 如 下 ， 设 六 >0 0<sz<e， 
ro) =max(f (x), —N), 
则 有 Ga (z) 适合 于 Dz) 之 fy(w)+W 以 及 


f Ee +]at<Gk(o<e 一 e+ 上 [fy tt) 4 Ndt. 


取 双 充分 大 ,可 使 | fy(t)dt 一 fdt<e. 置 gn(e) 一 G(s) 一 NC 
—&), 刚 
上 Da< | far<ge) 


< 一 si 十 | fy(t) dt<e+ | fa, 
Dig lt) >F (4), 
我 们 见 到 一 f (2) 的 gi(2) 就 是 fw) 的 go(w)， 引 理 证 毕 ， 定理 4 
也 证 毕 . 
系数 是 0(1) 的 三 角 级 数 ， 除开 前 述 的 “区 品级 数 "而 外 ， 比较 重要 
的 ， ah H. Young, 1917) 的 三 角 级 数 . 


” > (ar Cos ng b, sin nw), a,=0(1), Do 
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这 种 级 数 的 逐 项 积分 级 数 卫 mri(assinoz 一 和 ooanz) 在 某 一 区 间 
(o B)C (一 x w) 上 收敛 于 积分 丽 数 下 (zc) (a<w<B), 从 而 天 (%) 在 
(mw 有 中 几乎 处 处 存在 由 于 吴广 (3 十 本) <oo, 所 以 
Srila sinne— bcosns) | 

是 一 勒 贝 格 - 富 理 埃 级 数 . 上 面 可 以 拓 广 到 (一 xw, x), 并 且 
Fl ~ BE nla, sin ng— bcosne). 

定理 号 设 @,=0(D),5,=001), nl1{a,sinng— b,c0sng) =F (2) 
在 (a, 6)C(-z, w) 上 成 立 , 了 '(v) (a<z<B) 几乎 处 处 存在 且 属 于 
工 (a, B8)， 那 末 杨 格 的 三 角 级 数 也 4,(z)，4。 一 an cos ne 十 bsin nz， 在 
(ce，8) 中 任 一 定点 的 收 伍 性 , 只 关联 于 五 (2) 在 此 点 附近 的 性 质 . 

【证 明 】 设 0<s 芝 m, 所 要 证 的 是 : 对 于 (a, 8B) 中 的 一 定点 %s 足 
够 小 的 话 ， 


;. 2 | Sin 
5, = 元 多 | [Fv+t) + Fs)] CFE): gro, 


in 工 # 
Sn 


SB,— A (W) 十 … 十 4 人 
作 如 下 的 x(t) =X(- 切 (0 <tism)， x(t) 具有 连续 性 和 周期 性 ， 当 
-se<t<n 时 ,x(#) =eot 志 ,并且 X(t) 和 "的 都 存在 , z(b) 是 有 界 ， 


在 这 些 情况 下 ,x(t) 的 富 理 埃 级 数 五 0C。 sin nt 绝对 收敛 . 
从 xtt) 的 性 质 , SS[x], 久 [x'] 都 是 多 化 的 级 数 ， 因此 , 积分 


六 = 二 | [P(t + F(o~)]z(D sin ni ot 
0 一 卫 o, sin vt， 积分 .微分 与 号 的 自序 ,可 以 作 如 下 的 改变 


"一 六 
~ 
2 


£) |]sin vi sin rné dt . 


ia Cy (Bn bk,t+n) 。 
这 里 
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一 8 一 


| [Flv+t)+F(o— £)]cosnt ads = 至 上 i 


ce —f (ot))eosnt at=o0(D), 
对 于 ?9>0,， 有 mm， 当 % 之 m 时 ， me 设 c 一 于 |e1, 则 当 n 之 tr% 时 ， | 
>t 

设 玉 ~max(| 有 |), 则 当 m>eo 时 ， 


<n0, 


茵 十 一 鞋 


> a ob 


纱 二 化 一 抽 十 1 


| 


| Bch + 
nO+ Re ml t+ |6n_m-1|)+%0O 
的 极限 是 0, 从 而 J。 一 0C1)， 由 是 可 知 定理 成 立 . 


2. 三 角 级 数 的 肢 集 和 VU 集 


设 CC[ 一 x, w], 假如 存在 系数 不 全 为 0( 好 吗 i+ + b’) x0) 


的 三 角 级 数 在 0B=[ 一 x, 四] 一 总 上 收 误 于 0 那 未 我 们 称 召 是 一 个 
好 集 , 当 三 角 级 数 在 C 五 上 收敛 于 0 时 , 它 的 系数 必须 全 部 是 0 的 话 ， 
称 召 是 一 个 DV 集 ， 不 成 下 集 的 点 集 是 一 个 集 ， 由 前 节 定 理 3 当 
召 不 食 有 完全 点 集 时 , 它 是 一 个 乙 集 . .但 是 U 集 是 否 可 以 售 有 完全 点 
集 呢 , 下面 将 作 回 答 . 

-~ 概 敛 于 0 的 三 逢 级 数 晤 ,可 能 具有 点 集 BCL 一 z， 这 在 BS 
不 等 于 0, 我 们 称 五 为 S 的 核 ; 召 中 可 能 有 子 集 信 , 在 人 入 上 ,5 的 部 

分 和 的 上 限 等 于 十 ce， 我 们 称 为 & 的 核心 ， 册 定理 3 当 概 伍 于 0 
的 三 角 级 数 的 核 卫 不 含有 完全 点 集 时 , 如 是 空 集 ; 它 是 无 核 的 .. 简 记 8 
的 核 各 核心 为 五 (3) 与 LS) , 它们 落 在 区 间 8$ 中 的 部 分 记 做 5 至 (S) 
以 及 5N (5S), 这 里 SET[ 一 mm, ww]. : 

定理 1 设 是 一 概 敛 于 0 的 三 角 级 数 ， 其 核 和 核心 是 如 (8) 与 
NW(S)。 假如 5 如 (3) 于 0, 那 末 5N (5S) 也 不 是 空 的 ， 并 且 存 在 三 角 级 旷 
以 3 了 03) 与 SN(S) 分 别 做 它 的 核 i 7)). 人 


. 2. 三 角 级 数 的 站 和 集 和 口 集 
这 是 卫 . EE. 巴 利 (Bapf，1923 年 ) 的 定理 . 

【证明 ] 利用 所 设 条件 , 作 CO"( 一 mm) 中 的 周期 函数 入 (2) 三 和 (2 
+2m). 和 (az) 在 8 上 取 正 值 , 在 (一 zx, wx) 一 8 上, (2) 一 0， 由 于 
"(zw) EO， 所 以 A(z) 的 富 理 埃 系数 是 o(a-3)， 设 入 (7) 一 忆 Yaene, 及 
是 王 c.e”; 置 


K， Co yn-p (7Y_n= Yn 0_n—= Cn), 
当 之 [yl<% 时 , 称 轧 和 是 一 速 笋 级 数 , 现在 号 Ye" 在 (一 ,7) 
速 伍 于 0， 记 8 与 X(z) 的 “乘积 级 数 ” 
p> Ke 


为 o(X), 我 们 证 明 o(N) 在 (一 mw, wm) 一 8 上 勾 钱 于 0, 


S81 


” 置 及 (@) 一 名 Yo", 级 数 革 |B(w)| 在 (一 w,w) 一 8 上 是 名 化 


的 , 当 gE (一 zz 号 一 8 时 ,我 们 见 到 
ee 各 em 阅 "DD ey 
ee 
= 六 R00) — dr Bo 


从 而 Qo) 0 (m->00)。 由 是 可 知 o(%) 二 0 (GE (一 x, ww) 一介. 
级 数 o(%) 在 5 中 不 属于 召 (S) 的 点 ,也 收敛 于 0, 它 是 硫 剑 于 0 的 . 但 
是 在 38 召 (S) 上 , oo 以 ) 并 不 收 伍 于 0 6805) 是 ct 的 核 . 
贞 于 入 {z) 是 有 界 , 所 以 袜 oe 与 70 十 六 《入 一 ?yo NA 0; 


这 = 加 一 人 z) ) 的 乘积 级 数 , 可 用 上 面 的 议论 来 处 理 ,这 里 
= $B ypop= Kn Nw) 


我 们 见 到 卫 玖 *ema 在 [一 zz， xm] 上 均匀 地 速 敏 于 0， 从 而 
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之 区 6 一 人 (Ooene (—m<v<m) 
速 剑 于 0 因此 ,8& 落 在 区 间 $ 中 的 部 分 核心 , 就 是 ol 和) 落 在 8 中 的 
部 分 核心 . 
”最 后 我 们 注意 核心 是 空 的 话 , 核 也 是 空 的 ， 定 理 证 毕 . 

定理 2 设 国 , 。,… 都 是 闭 的 口 集 , 则 和 集 思 . 十 召 十 … 也 是 
口 集 .， 

【证 明 】 首先 留意 ， 设 概 伊 于 0 的 三 角 级 数 8 具有 不 空 的 核 ， 则 
必 有 完全 点 集 卫 包含 五, 任 一 5(P) 含有 不 空 的 8( 吾 )， 事 实 上 , 核心 
NW(S) 不 会 有 层 立 点 , 入 (5) 的 极限 点 集 W'(8) 一 了 是 一 完全 点 集 . 设 
3 是 也 的 一 个 余 区 间 , 6 妨 (S) 关 0, 则 由 定理 1,，8N (8) 也 不 是 空 的 , 这 
是 不 可 能 的 ， 因 此 ECP, 并且 当 卫 有 一 部 分 点 集落 在 8 中 时 ， 
dS(E)z=0, 

假如 存在 不 全 等 于 0 而 在 O(B) = [一 mm 中 一 SD, 上 概 敛 于 0 的 


三 角 级 数 8$， 那 末 核 (8) 与 核心 NW(8) 都 不 是 空 的 并 且 有 完全 点 集 
了 汪 吾 如 上 述 ， 现 在 证 明 , 至 少 有 一 个 盏 在 某 一 SP 中 是 稠密 的 . 假 
如 一 切 “” 可.(%w=1, 2) 在 三 中 都 不 稠密 ， 那 末 它 们 的 和 集 召 在 三 
上 成 一 第 一 种 类 型 的 集 , 核心 六 也 是 如 此 . 但 是 闪 是 Ge 类 型 的 , 它 在 
卫 上 是 到 处 稠密 的 ， 事 实 上 , 名 [8] 的 部 分 和 六 (2z) 适合 |So(z)| 生 也 
(% 一 1,2,…) 成 一 团 集 五,, 和 集 忆 Fw 是 Fe 类 型 的 , 六 (83) 一 COZFa) . 
是 Gu 类 型 的 。 因此, 了 P 有 一 部 分 5P 完 全 莫 在 茶 一 Fw 中， 从 而 这 个 
5P 是 一 器 集 ， 另 一 方面 , 6P 汪 6 召 ，6 召 是 一 个 收集 (定理 活 , 这 是 


”” 牙 盾 ,上 述 的 是 不 存在 的 , 2 忆 , 是 一 UU 集 .定理 证 毕 . 


五 点 集 设 % 是 一 自然 数 , a 是 一 实数 ,一 <B8<1, 区 间 ( 一 m, x) 
中 的 = 适合 cos (nz 十 m) >> 的 全 体 成 一 点 集 加， 当 mm 之 ns 之 … 时， 
称 殖 = 全 互 ,是 一 吾 点 集 . 下面 是 拉 起 曼 (A.,Rajohman) 的 定理 ， 

定理 仿 (一 %, w) 中 的 任 一 五 点 集 是 一 口 集 . 

【证 明 】 记 工 的 小 数 部 分 五 一 [X] 为 {了 Z}， 设 0<a<1, m< 
m<<…， 则 从 点 集 Bs 二 (%，{mwe/2w 一 gx} <d) 所 成 之 交集 
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了 -TI BE. (0<w<2n) 

是 二 个 瑟 点 集 ， 并 且 容 易 明白; 任 一 也 点 集 都 可 以 写成 这 种 式样 

将 钙 记 在 单位 贺 周 上 ，Bi 是 由 mm 个 等 距离 的 圆 驱 所 组 成 ， 每 个 
回 弧 的 长 是 2 2 ， 友 ,的 余 集 0 是 由 mm 个“ 区间”I?，…, I 如 所 组 

成 ,181 一 2m(1 g) /m， 设 三 角 级 数 ( 复 数 系数 ) 于 ce” 在 卫 的 外 部 
Og 上 为 0. 

将 号 cuew 逐 项 积分 两 次 而 得 级 数 之 和 三 (2)， 由 许 瓦 兹 引 理 ， 
了 (z) 在 0 如 中 任 一 区 间 工 上 是 一 次 函数 . 当 z z 士 都 属于 IT 时， 
Bo) 一 A(z, 员 ) /和 ?=0, 设 加 是 区 间 五 的 中 点 , 有 <2r (1 一 0)/4， 
则 I 落 在 五 的 外 部 ， 

Din, (v0) =0., 


置 Sm 2) D3 {Bnet ar )， 则 知 Sa/na (Fo) 一 0. 但 是 


sin? nh 
(m3 


这 表示 %*0. 级 数 的 和 等 于 CO max |cxl) -oD (reo)， 从 
而 关于 zx 均匀 地 成 立 着 


Sym) —00 DY om mm. 


lim S/n, (2) = (Co, 
km 


由 于 am 人 zo) 一 0, 所 以 60 一 0 

设 久 二 0， 则 级 数 也 uo- 仍 在 如 的 外 部 收 化 于 0， 这 里 的 党 
数 项 是 6%, cn 必须 等 于 0， 因此 马 是 一 本 集 ， 定 理 证 毕 . 

注意 设 必 一 3, ow 一 0, 8 一 一 十 , 则 中 轧 ,是 康 托 的 完全 点 集 ， 
因此 ， 完 全 点 集 可 以 为 集 ， 点 集 为 互 型 的 概念 可 以 拓 广 如 下 . 设 
BC [0, 1], 在 % 维 的 网 几 里 得 空间 Bm 中 , 考虑 一 个 落 在 单位 正方 形 
(一 二 <w < 入 ,了 一 1 2，…, mn) 中 的 长 方 体 4， 假如 存在 格 于 点 列 
(ip ro， m9)} ng? 都 是 整数 ) 使 当 nE 恕 时， 一切 点 {m9w)， 

(noe (Rm 中 的 点 列 ) 都 不 在 4 中 ,并 且 当 (ou zo，… ol) 是 一 
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格 于 点 (坐标 2, 都 是 整数 ) 时 ， 
lm ln rt ng gst tn gs) ~ oo0, 


那 末 称 吾 是 [0, 了 中 的 一 个 吾 中 型 的 点 集 , 且 称 点 列 { (n,m)}》 
中 的 点 是 互 不 相 集 的 . 

在 上 述 情 况 , 称 点 集 2rz (7E 吾 ) 是 [0, 2r] 中 的 五 ”型 点 集 ， 
五 中 型 的 点 集 就 是 五 型 点 集 . 

下 面 是 皮 亚 捷 兹 基 - 夏 皮 罗 (ZH. H. a 2 
在 苏联 科学 院 杂 志 上 所 发 表 的 定理 . 

定理 和 [0, 2w] 中 的 任 一 五 中 (一 二 2,…) 型 点 集 是 口 集 . 

【证 明 】 设 吾 是 [0, 2 天 ] 中 的 一 个 五 中 型 点 集 ，2mzE 吾 则 
wvE C0, 1]. 点 上 的 全 体 吾 成 一 五 o) 型 的 点 集 , 故 必 有 格子 点 列 {(n 名 ， 


9) 如 下 当 ZE 五 时 ， 


nH) Ed, nw) Eds, ,NEd,, 
4 4 …， 4 是 nn 个 区 间 , 构 成 一 个 4， 作 %% 个 孟 数 
gu 十 1) =p,(%) (v=1, 2, 3 多 )， 


分 别 在 水 的 外 部 等 于 0， 在 4 上 到 正 值 ,gC2)dz 一 二 并且 gu(2)》 


的 富 理 埃 级 数 p,(%) 一 也 Bm) exp(2rtonat) 快 速 收敛 于 9,(z), 置 
Fo) = [nw)] gal (ng 2) ee pol ny 2)], 
则 当 2mzE 百 时 , f(z2)=0 (= 二 2 设 
| frl2)— Ea exp(2ring), 

则 因 名 [Go 多 o)] 一 po 《nw)， 我 们 见 到 

,Ln 2)] = BY exp (2 win w), 
由 于 敌人) 的 级 数 都 是 快速 收敛, 所 以 f(z) 的 级 数 也 是 快速 收 化 .并 
且 有 


Ble <Eleg £1881…E| BH] <o0, 
现在 研究 数列 {a89}, {a9},… 的 极限 值 im oP (n 一 0， 圭 1， …)， 
设 Z|B% (v=1， 2, “yp n) 都 小 于 常数 0， s>0. 取 册 适当 大 , 巴 可 使 


可 


. 2. 三 角 级 数 的 性 和 集 和 0U 集 355 
1 全 十 B 人 2 十 "|<s(20) "0 (p=1, 2， … 92) 。 


写 着 
TH (2) = >3 BW exp (2rimmn tw), 
y= 2 exp (2rimn »), 
那 末 


(TP 1<0, [Po)| <a(20) "0 (y=l, 2 
fi(o) = CTE (0) + YP (0)] 


P+p(0) Tal) + orl). 


由 于 Toxs(o)1<s(0< 和 zs 站， 所 以 得 到 | 疡 (>) 一 了 KK2)[ <， 
三 角 多 项 式 Th(z) 是 T(z)(v 一 41，…, ww) 的 乘积 , 它 的 系数 除了 
-exp 2rdlmin 二 nn 二 一 十 TR 罗 )w 《9 ， mn 整数 ) 

. 的 系数 而 外 ,都 等 于 0， 当 ?0 十 … 十 ?2 之 0 时 ， 


| 人 十 十 ng | 一 co (>00), 
结合 | gu(z)az= 工 我们 见 到 , 当 厂 足够 大 时 ， 
| moazd 
利用 [2) 一 Tx(z) | 之 s, 我 们 得 到 
全 Poaz-1l<s。 


由 是 可 知 aa 所 一 +od) (f->o0)， 其 次 证 明 
limaP=0 (j=—+1, +2, “…), 


当 人 >0 时 , aP 等 
Ef ca 一 下 (0)]e de +| To)e mae, 
“第 一 项 的 绝对 信 小 于 s。 第 二 项 的 被 积 函 数 具有 如 下 的 形式 ， 
四 TO Ms So 


由 于 (nw,，…, mn 加) 的 互 不 相 倚 , 所 以 一 切 思 都 是 o(D (%->oo)， 从 而 
-得 到 a 一 0(D) (hyo0) (7 二 0)， 3 a 


366 第 八 章 一 般 的 三 角 级 数 : 
从 函数 列 f(z) (b 一 1，2,…) 的 作成 ,就 能 证 明 且 是 一 个 悟 集 . 
假如 如是 一 履 集 , 那 末 存 在 概 敛 于 0 (在 瑟 的 外 部 收敛 于 0) 而 不 全 
等 于 0 的 级 数 卫 ce, 作 呈 oer 与 吕 aW em 的 乘积 级 数 王 c 多 sen， 
我 们 将 证 


lim 6 一 cn lim 9 多 
并 -po 


由 于 马 o 娩 swe 在 点 集 百 上 收敛 于 0, 所 以 宇 o89e 在 吾 上 收 总 于 0 
又 因 习 oemz 在 五 的 任 一 余 补 区 间 上 收 敏 于 0， 所 以 于 c@em 处 处 收 
敛 于 0， 从 而 % 都 等 于 0， 这 样 一 来 , .=0tn 一 0， 土 1， 土 2,…) ,这 
是 矛盾 .因此 百 是 本 集 ,， 

现在 证 明 上 记 的 系数 极限 的 等 式 , 这 是 拉 起 曼 (A. Rajchman) 的 
定理 ， 置 Ym 二 max(|cim|, |eseowzD|l， [Caenr2s|，,，**)， 当 六 之 1w| 时 ， 
写 着 | 


路 se N —N—1 | oo 
CH DD aRc_n= 3 十 全 十 ao eol hii, 
二 一 oo Nn —» 了 十 工 
我 们 见 到 
站 
lim C1 0 SG) 0m = ocn, 
雪 三 一 访 


这 里 wo 一 1im 4 四 =1, 当 加 之 六 放 1nm| 时 ;|6n_n| Cyn 
1cs| <T?yYxw-n4， 
由 是 可 知 lim co 名 = cnae 成 立定 理 4 证 明 完 毕 . 


3. 点 集 召 与 正 数 0 的 乘积 E。 


设 % 是 点 集 召 的 任意 一 点 , 4 是 一 正 数 , 一切 gz 所 成 的 点 集 , 记 
它 做 Bo， 当 恕 是 一 口 集 时 , 召 。 落 在 [0, 2o] 中 的 部 分 (或 是 全 部 ) 是 
否 成 一 口 集 的 问题 , 是 由 马 辛 基 维 斯 和 齐 革 蒙特 (19837 年 ) 解决 的 , 他 
们 的 定理 如 下 : J 

定理 1 设 加 是 一 加 集 , 则 当 画 和 [0, 2w] 时 (在 0<9<1 时 ， 
也, 沙 在 (0, 2m) 中 ), Bs 也 是 U 集 . 

证 明 是 联系 到 三 角 积分 的 理论 完成 的 。 设 OGe) 是 * 的 偶 函 数 , 称 
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(TY) lim| Cerrds— | Os)er ds 


是 一 三 角 积 分 . 设 如 C (一 oo, co) ,在 OBE- (-co, oo) 一 如上, (了 ) 收 
化 于 0 时 , C0(s) 概 敛 于 0 的 话 , 称 恕 是 三 角 积分 的 一 个 可 集 ， 不 是 可 
集 的 点 集 是 2 集 . 

定理 1 的 证 明 ， 可 用 下 述 三 角 级 数 与 三 角 积分 相关 联 的 命题 来 导 
出 . 

定理 守 ” 三 角 级 数 的 口 集 是 三 角 积分 的 口 集 ， 假 如 如 是 三 角 积 

分 的 口 集 , 那 末 怠 落 在 长 为 2% 的 任 一 区 间 中 的 部 分 成 三 角 级 数 的 也 
集 . : / 

【从 定理 2 导出 定理 贡 ”假如 从 口 集 召 所 成 的 点 集 召 ,是 一 下 
集 ， 那 来 由 定理 2， 国 也 是 三 角 积 分 的 I 集 ， 因 此 , 存在 如 下 的 三 角 
积分 


To)= [YW odu, 

当 wEB, 时 J(w) =0, 但 是 y(w) 并 不 概 等 于 0， 因 此 , 当 上 EE 卫 时 ， 
TC608) 等 于 0. 置 好 人 = 吝 Y( 当 ) 风 7")-yG)eridu-0(EEB)， 
而 y*(w) 并 不 概 等 于 0, 从 而 如 变 成 三 角 积 分 的 下 集 了 ， 这 就 建立 着 
定理 1, 

定理 1 也 可 以 从 下 述 “ 同 等 收敛 "的 定理 来 导出 ; 

定理 仿 ” 假如 x(t) 在 有 限 区 闻 上 是 有 界 变 差 ,在 无 穷 远 处 满足 条 
件 

lim sup {x@+h) —x(%)] =0, 


和 一 po Dhl 
那 末 当 区 间 . 的 长 小 于 2z 时 ,存在 三 角 级 数 之 ce 适合 wm 一 0 了 与 
lim 人 | edx (NA) 一 ce") -0 (EJ), 
并 且 存 在 着 极限 


mm {Cisentyemdx 0 — intenn)eem}. 


~ 
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【从 定理 3 导出 定理 1] 设 瑟 c (0, 2x), 则 配 CC(0, 2w)， 设 三 
角 级 数 S=D Da 在 CE,。= (0, 2z) 一 Bo 上 收敛 于 0, 设 zo 是 五 的 
任意 一 点 , 我 们 证 明 8 在 bzo 收敛 手 0 好 了 。 取 足够 得 的 区 间 7 包 售 
Zo 而 了 和 必 都 落 在 (0，2m) 中 ， 由 于 及 在 wo 一 下 上 收 黎 于 0, 所 以 
” 王 cnemer 在 一 吾 上 收敛 于 0， 设 阶梯 函数 xz(A) 具有 如 下 的 不 连续 点 
{0n}: 
Xn —xOn—~—6—0)=6, XA) = On—0) (Gn—0<A<0n), 
那 末 et dx 人) 就 是 S(6z)， 由 定理 3, 存在 三 角 级 数 荆 dne”™ 适合 
dn 二 041} 与 


im 六 ermrax(\)— dnew| 


-lan On e107 一 > dne™} =0, 
3 [ET 


人 


这 里 zzE JJ。 由 前 节 定 理工 的 证 明 ， 当 三 角 级 数 S1 与 X(z) 的 富 理 埃 级 
数 的 乘积 级 数 ci() 在 了 一 至上 收敛 于 0 时 , 它 在 了 上 也 收敛 于 0, 因 
而 $: 在 J 上 也 收 化 于 0， 由 是 可 知 了 osesw=0， 证 毕 ， 
定理 8 的 证 明 , 要 用 到 下 面 的 引 理 ( 见 齐 革 蒙 特 的 < 三 角 级 数论 > 第 
十 六 章 定理 (9.4)).， I 
引 理 设 工 (z) 具有 五 次 导 函 数 , 在 J 一 [4, 如 上 等 于 1, 在 六 = 
[4 一 s, 5 十 6] 的 外 部 等 于 0, 那 末 在 上 ,均匀 地 成 立 着 
lm ed) -| PLO 0, 
这 里 x(X) 满足 定理 8 中 的 条 件 ， 
FF(2)— -| $3 (0% 1 oar) -| sae dx (N), 


现在 利用 引 理 来 证 定理 3。 设 不是 一 正 整 数 , 置 o 一 玉 十 豆 . 设 


J' 是 长 为 2 的 一 个 区 间 , 内 部 含有 闭 区 间 J 了， 又 设 工 (z) 具有 五 次 导 
函数 ,在 了 上 等 于 1, 在 J' 外 (4E& [0, 2m]) 等 于 0。 那 末 , 


| Fl L(g) om dy on), 


la «1 
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设 了 FL 是 以 2w 为 周期 的 周期 函数 , 在 了 的 函数 倘 已 如 上 述 , 则 
名 [二 四 的 系数 是 0(1)， 这 就 是 说 : 三 角 级 数 之 oe “是 把 瑟瑟 7 逐 
项 微分 两 次 面 得 的 话 , 6。~=0( 了 D; co 一 0。 它 的 部 分 和 是 


od NP sino(ot) oo (wil 
人 ~ j,72O 2ain 各 (2 一 (0=N+ 到 小 

因此 , 假如 我 们 证 得 
a TOLO 知 {于 守土) Pe 


2 sin 于 (一 
(MY 一 cc) 
在 了 上 均匀 地 成 立 , 那 末 从 引 理 得 到 , 在 了 上 均匀 地 成 立 着 


lim | en) 一 DB oem | -0. 


写 着 4(2~) =~ 传 am 2 一- 我 们 要 证 ， 当 arce 时 ， 
在 J 上 ， 
TI- 人 | POL As) sin ole—t)} dt 
， 勾 敏 于 0， 算 出 两 次 微分 的 结果 ， 上 式 分 成 三 个 积分 的 和 , 其 中 的 一 项 


是 
A [FOL at)sin wo—t)at. 


钞 数 工 (t)4(w 一 t) 关于 t 可 以 微分 五 次 , 它 在 J 外 ,等 于 0， 因 此 ,如 
前 面 所 述 , 我们 得 到 石 =o(1), 还 有 两 项 是 


一 2o|， 0 
并 二 | zsino 人 ee- ) Bs = 


次 易 明 白 :， 了 一 0 ，Ta=o (也 .从 而 工 一 五 于 了 十 Ta 一 0 也 证明 完 
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全 .特殊 开 点 集 以 及 特殊 三 角 级 数 的 杂 集 


完全 点 集 何 时 成 为 HL 集 y 这 里 首先 要 回答 这 个 问题 ， 

定理 1 完全 点 集 王 成 一 点 集 的 充 要 条 件 是 存在 具有 下 述 两 
项 性 质 的 函数 F(z)， 

(i ) 在 已 的 任 一 余 补 区 间 上 ，(o) 是 常数 , 但 了 (2) 并 不 全 等 
于 一 个 常数 ; 

(于) 也 (0) 一 4Az 二 B+GB(w), B(x) 的 富 理 埃 系数 是 o(n-!). 


[证 明 】 条 件 的 必要 性 ， 设 条， 3, … 是 完全 点 集 卫 的 一 切 余 补 


”区 间 , 则 因 卫 是 一 用 和 集 , 存在 三 角 级 数 了 coena(c 一) 在 任 一 3 上 


收敛 于 0 而 wm% 并 非 都 是 0， 由 于 卫 onetw 概 收 敏 ,所 以 =0( 了 ， 级 数 
Ocor— ET i 概 钱 于 一 个 函数 了 (xz) , 在任 一 6, 上 ， 


Fg) = C+cow— 人 和 


等 于 一 个 常数 , 全 体 说 来 , 它 是 连续 的 ,而 不 是 全 等 常数 , 事实 上 ，o 不 
是个 个 都 等 于 0. 置 @(%) 一 2 coe /1 本 
条 件 的 充分 性 ， 设 对 于 完全 点 集 卫 , 存在 函数 
F(w)=—Av+ B+ 人 S$(g) 


满足 定理 中 的 两 个 条 件 (i) 和 (i)， 由 于 @(o) 的 富 理 埃 系 数 是 o( 工 )， 
所 以 否 (z) 的 富 理 埃 级 数 概 仑 于 多 (2), 而 也 (2) 可 以 写成 

Plo) = Aot B+ Le or (y,—oll)), 
它 的 逐 项 微分 级 数 4 十 忆 iynom 的 系数 是 in 一 0(1)， 后 者 的 两 次 逐 
项 积分 级 数 一 一 就 是 了 (2) 的 表达 级 数 的 逐 项 积分 ， 匀 化 于 -个 函数 
更 (o)， 这 是 4 上 3 ioei 的 化 曼 函数 ， 由 于 五 (z) 在 任 一 8 上 是 党 


数 , 所 以 多 (z) 在 任 一 3 上 是 一 次 函数 .从 而 
BVH)=0 (ZE Su n=l1, 2，…)。 


由 是 可 知 4 十 王 ' iyne 在 三 的 外 部 收敛 于 0 但 是 4 与 和 并 非 都 等 
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于 0 一 否则 卫 (z) 将 是 常数 一 一 已 是 歼 点 集 。 定理 证 毕 . 

定理 安 ( 孟 孝 夫 , , E, Mexsmos, 1916)” 设 Bo= [0, 2w] ,加 ,是 
名 个 闭 区 间 组 成 的 点 集 , 将 B, 的 2" 个 区 间 中 的 每 一 区 间 三 等 分 ,除去 
其 中 央 区 闻 的 内 点 而 得 Bw, 则 交集 如 = Bo Fa… 是 个 测度 等 于 0 
的 完全 点 集 , 它 是 一 个 用 集 . z 

[证明 】 从 恕 ,逐次 除去 的 一 切 区间 之 长 的 和 等 于 主 十 芳 十 
一 4， 因此 | 至 | =1 一 4 一 0， 显 然 , 如 是 一 完全 点 集 . 

现在 从 稍稍 一 般 的 见地 来 证 吾 是 一 个 允 集 . 设 0<er<…， 
er->0。 从 Bo= [0, 2w] 除去 长 为 e166ol 一 2wer, 而 与 26 同 中 点 的 区 
间 而 得 而， 它 是 由 两 个 闭 区 间 所 组 成 ， 其 测度 1Ea| 一 2m (1— 81). 从 
2 的 两 个 区 间 , 除去 同 中 心 的 两 个 开 区 间 ,其 长 都 是 于 16s1s、 一 般 
地 说 , 从 驴 , 所 组 成 的 2"* 个 区 间 ， 各 除去 同 中 心 的 开 区 间 ， 其 长 都 是 ， 
2 "tenl6|, 经过 这 样 的 手续 次 , 在 [0, 刁 中 贸 得 测度 为 

2 (1—8} (dd — 82)° (1— e,) 

的 完全 集 Pu lim P, ~ 卫 是 一 完全 点 集 , P| 一 2w 了 (1- en)， 当 
了 5 一 co 时 ，| 工 | 一 0. 

在 第 mn 次 手续 , 我 们 从 [0, 二 除去 了 2 一 1 个 区 间 ， 从 左 至 右 , 记 
这 些 区 间 为 61, 8。,…, 6,"_1， 作 连续 的 折线 函数 Fw(z) 使 

Fn (0) = F (9m) =0, 
Fn(s)=h2 mt (vem, wE Bs, ho=l1, 2, …， 2"—1), 
Fn(t) =2— hm (wr, EB). 、 
置 Sn 一 81 十 9o 十 ，… 士 So 这 征 由 这 些 区 间 组 成 的 点 集 ， 容易 明 . 
白 ,在 Sm 上, Fyi(2) 二 Pn(%), Fw) =0， 在 [0, 2x] 一 Ss 上， 
[Frii(®) 一 0 [a 


Bun(Y) = 土 1 (Em). 


设 Dm DA Egy 则 | (2) —Fn (£2) | Cnn2 和 1 在 [0， 2xz] 上 成 立 ， 五 (Z) 
的 存在 是 显明 的 . 了 (w) 的 王 的 任 一 余 补 区 间 上 大 常数, 但 不 是 全 等 


Ne or pT 
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于 常数 . 
由 定理 1, 假如 了 (wz) 的 富 理 埃 系数 是 on ), 那 末 卫 是 一 政和 集 . 
对 于 正 整数 %, 存在 惟一 的 mw 适合 于 
De 2m 
/Tm 1 Pm | I Vm Pn | * 


我 们 要 证 
3% . 
To= 趾 。 FP (vw)e-mdw=0(l). 
写 着 In=Ih+1%, I =n | (F— Fs)e-m de, Ln Pro"dz. 由 于 


F(z) 一 Fn(w) 在 Sm 上 成 立 ， | 了 一 了 Fs| 志 Tm2-"1, 所 以 
[| Sn nn 2 "1 | Bn| <2 Vn—0(l). 


又 因 了 (0) 一 了 (2m) 一 0, 我 们 见 到 
a -外 Fo | (wv)o-m dp. 
在 Pm 的 各 个 区 间 上 ，| 互 .| 一 2/1Pm|, 区 间 的 个 数 共 2", 我 们 得 到 


> ee 
全 < 中 <TET a < 
~“. 


由 是 I = Ta 二 Ta 一 of( 切 ， 定 理 证 毕 . 
定理 3 有 和 界 变 差 的 函数 下 (z) (0<z<2z) 在 完全 点 集 PcLo, 
2z- 的 任 一 余 补 区 间 上 是 常数 而 不 全 等 也 一 个 常数 的 话 ， 人 


必 omdF (a) =0(1) (n>+oo) 
“时, 卫 是 一 个 好 点 集 ， 
【证 明 】 函数 多 (z) 一 了 (一 | 三 (0) 十 
(0) =0, B25) =0; 
emap- | map-ol!) , 
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另 一 方面 , 由 分 离 积 分 
r edd | Tr) ea 

这 是 o(D， 由 定理 二 已 是 ML 点 集 ， 证 明 完毕 ， 

从 pr= [0, 2w] (1po| = 2z) 除 去 同 中 心 的 开 区 间 而 得 两 个 长 为 p9 
的 区 间 , 8 一 + 次 除去 后 , 剩 下 长 为 p% 的 闭 区 间 吕 个 . 当 人 对 pm->0 
时 , 我 们 称 留 下 的 完全 点 集 卫 是 一 个 对 称 完全 集 ， 候 如 pr*D/p 四 等 ， 
于 一 个 常数 &， 那 末 我 们 称 是 一 个 定 比 对 称 点 集 , 这 是 一 个 测度 为 0 
的 完全 点 集 ， 当 5 一 二 时 , 了 是 康 托 的 完全 点 集 ， 假 如 9 是 整 系数 
a1 02;， 的 代数 方程 

十 CO02 1 十 … 二 六 一 0 
的 根 , 那 示 9 是 一 个 “代数 的 整数 "， 假 如 此 时 
十 人 (一 妥 他 一 几 ) (2 — ,1), 
16:1 <d [9 < (8 …, 9 :是 6 的 共 皂 数 )， 
” 那 来 称 6 是 一 个 匹 所 (0. Pisot) 的 数 , m 是 9 的 次 数 . 

定理 也 ”以 为 定 比 的 定 比 对 称 集成 一 耻 0 
不 是 匹 所 的 数 。 

这 是 沙 勒 姆 (R. Salem, 1948 年 ) 的 定理 . 

【证 明 】 首先 证 明 : 当 9- 王 不 是 匹 所 的 数 时 , 以 为 定 比 的 对 
称 点 集 己 是 一 于 集 ， 当 wEP 时 ,存在 一 列 的 ev, sx 或 等 于 0 或 等 于 
省 它们 适合 一 
oo 2r(ei 十 8 直上 十 … 十 see 十 …)(L 一 个 。 

第 大 次 所 除去 的 每 一 区 间 的 长 等 于 28x: 代 一 2 人 区 间 数 共 2-5; 每 


区 问 丰 区 同 有 吉 宙 一， 当 i>h 有 时，8: 一 0。 余下 的 开 区 间 的 个 数 共 


2x， 记 它们 做 p 富 ，p 钙 ，…，p 咒 ， 作 通 数 


F(O = 号 + 品 +… 十 号 + xm tt LE). 2 


A oa 
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我 们 证 明 积分 I 一 | ”omd 五 之 值 等 于 


To™ Tl oos fa 全] 
事实 上 ， 
I®—2 YE exp{2nin[Let ett+ + eg" (se,=0 或 D 


I —27* J [lHeoxp(2riné! (1 —é))] 
~] ew oos[nwé/(1—)], 
这 里 利用 了 公式 2-1 (1 十 ex*) 一 or cog 4, 但 是 由 于 (I 十 名 十 如 十 ,) 
“(1 一 和 ) 等 于 1 所 以 得 到 
Le" poo {nrért (6)} = | edF. 
因此 , 由 定理 8 问题 归结 到 证 明 ,~o(1) (n>oo)， 利 用 


是 一 匹 所 的 数 [ 见 1928 年 的 比 沙 (Pisa) 高 师 年 刊 ]. 

我 们 能 证 较 强 于 I,=o(1) 的 结果 : 设 0< 上 < 当 思 > 士 co 时 , 候 
如 TIG) = 开 Ilcos 人 zt)1zo(D， 那 末 0- 去 是 一 个 匹 所 的 数 . 

现在 假设 工 (念头 oCD (t-> 土 coo), 那 末 存在 如 oo 和 正 数 a 适 合 一 

I(i)>a (8=1, 2,.), 
对 于 * 有 正 整数 m 满足 Bo-1<ta<sg"， 从 而 1 一 sgn， < 和 sd Tha} 
中 有 子 序 列 ju-oj， 上 <A<1， 由 于 4<I(4) 而 
工 (加 ) 一 了 (Xeona2)) < | cos wg Cog rho 0008 roDnd)| ， 


所 以 下 面 三 个 不 等 式 顺 次 成 立 ， 


并 如) 


L (1—sin?wNd!) >0, exp ( 一 和 gin? mh! )> 人 2 


mM  ， 1 I 
房 秋 "me < bg 南 (g=1, 2, …). 
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当 7>9 时 ,成 立 着 
sin 
从 而 顺 次 得 到 
gin rr < Iog 广 ， sin whO! < log -三 ， 


| sinzmhbfs og 人 (地 <A<1). 


”由 匹 所 的 定理 , 8 是 一 匹 所 数 ， 这 是 与 假设 相 背 的 ， 因 此 , 以 -二 为 
定 比 的 对 称 完全 点 集 是 一 XL 集 . 

其 次 证 明 上 述 结果 的 北 ， 设 卫 是 一 以 6 一 为 定 比 的 完全 点 集 
我 们 要 证 : 傻 如 9 是 一 匹 所 数 , 那 末 卫 不 是 收集 而 是 可 集 ( 见 沙 勒 姆 - 齐 
草 蒙特 , 1955 年 在 巴黎 0. R. 240 上 的 论文 )， 证 明 需 要 下 述 关于 匹 所 


数 的 基本 不 等 式 : 假如 6 是 一 mn 次 的 匹 所 数 , 那 末 当 9>>2 时 ,存在 正 数 
和 利 整 数 入 适合 于 


w+ | 人 2 }| < Fi 3 


这 里 世 =z 一 网 当 wE 了 时, v 可 以 写成 


2 一 2r(09 一 1) (si0-1 十 ss0~2-+ 小 ， gm(em—1)=0, 0>2, 
我 们 要 证 三 是 一 己 集 ， 也 就 是 要 证 适合 
om- 下 十 - 毕 + 了 十 ”ee 一 0) 


的 一 切 % 成 一 口 集 QQ@( 见 83).， 
现在 证 明基 本 不 等 式 . 设 四 ,9,,…-, 是 互相 共 谣 的 % 次 代数 的 
整数 ， D(H) = 0+ Gv 十 es + wz 的 系数 Uo, Wi, “'*, U1 都 是 整数 ， 那 末 


Cor 宫 2(90)07 Cm 一 0, 1，…) 也 都 是 整数 . 素 实 上 ， 
了 Cm | gy 3 Or Gp Ds, 
”bm 都 是 整数 、 设 1 一 n 一 1, ,=9, 写 着 和 =p(0); =p() (fn) 
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且 设 %> 0， 我 们 见 到 cm 一 号 197 简写 第 一 项 的 和 为 5m， 屠 
末 ， 出 于 8 是 一 匹 所 的 数 ， [89| <1(i= 1, 一 1), 

15n "< lull, > ls [< 加 ll Tg 
我 们 应 用 第 可 夫 斯 基 在 “整数 通 近 论 ”方面 一 个 定理 来 完成 基本 不 等 式 
的 证 明 ， 定理 如 下 : 假如 多 个 一 次 形式 

Li=dhn t+ Roda + mn (j=1, 2， “ey 
的 行列 式 了 =|aj… az| 不 等 于 0 那 末 必 有 4 个 整数 …, zr 使 
十 | 么 必 万 | 以 及 如 十 … 十 伐 之 0. 

现在 以 @0, a cn _z 为 未 知 数 , 考虑 即 个 一 次 形式 


TO) ~ gr Bo et ob te 上 or 
LL (0) = ee I “etdst a101 1], 
这 里 的 行列 式 等 于 
1 8 0"-1 
1 0 
TO TO sar Tl | sn 0 
1 O10 


0(9) 与 不 无 关系 取 适 当 大 的 站 可 使 C(0)9 小 于 (8n)-*2*， 这 
就 是 说 ，(2/6)”<1/(8m)"CC9), 由 于 8>>2, 上 述 的 六 是 存在 的 ， 由 
敏 可 夫 斯 基 的 定理 , 我们 得 到 


+ 3 
由 于 器 16m| 不 大 于 上 式 左 端 ,所 以 16%| <1. 因此, 从 M9" 一 cm 十 5m 和 
[cm] cm 得 到 |Xb” 1 二 |5o|， 又 从 上 式 得 到 基本 不 等 式 . 
利用 基本 不 等 式 , 我 们 证 明日 蚌 一 个 五 中 集 ， 当 2EQ 时 ， 
韦 十 司 Ee 
Me "(oe a 各 )， 
NAO" cn+ Om, cm 是 一 整数 . 


生 ， 特殊 四 点 集 以 及 特殊 三 角 级 数 的 口上 案 .377 . 
下 合用 x 二 y 简 记 2 二 gy (mod 1) 。 我们 见 双 
Notest et enl = | Onzei+… +606n| < 六 18,1 


| > vg, 0" < 


人 二 Br。 
由 基本 不 等 式 ， z 
了 Emt+ sd Em+N 


记 go 一 站 (t+ :二 i 小 则 得 [人 6"2} 一 gn| 二 5 Bi ， 将 


Grr2s ~ Vern) 

看 做 % 维 欧 几 里 得 空间 中 的 一 点 Oo 由 于 ertzs…, 584+ 都 上 内 取 0 
或 1 两 者 之 一 , 所 以 Ox 的 位 置 服 于 27+-1 个 中 的 一 个 对 于 @ 的 任 
一 2 得 到 点 也 ,== (ger gx49 “gz#tn)， 此 点 或 是 落 在 以 Os 为 中 心 ， 
边 长 为 -5 一 2 “的 % 维 正方 体 中 ,或 是 东 在 中 心 与 0 相距 为 1 
的 同样 大 小 的 % 维 正方 体 中 。 这 种 正方 体 的 个 数 一 共 有 2*+ 和 ”1 个, 共 
通 部 分 的 体积 决 不 超过 271-!(2“】 一 二 因此 ,单位 正方 体 中 仿 
有 一 个 n 维 正方 体 ,其 中 无 Pz 的 任何 点 . 由 于 Xm 一 cm 十 6m, 5n=oCD， 
所 以 当 zEQ 时 ，({epraz}，{cxr25}，*…*， {cptmw) 所 4 4 是 一 个 % 维 正 
方 体 ， 现 在 证 明 (oa oa wy， cetn) (8 一 1，2,…) 是 互 “ 不 相 倚 的 
这 就 是 说 , 当 有 4 个 整数 石 ,…, 1 至少 有 一 个 不 等 于 0 时 ， 

lm|howith cora 十 十 加 Crn| 一 co 。 
事实 上 , 左 端的 和 等 于 
SOP) A 
8 是 一 个 多 次 代数 数 并 且 9>2 从 而 右 端 第 一 项 中 的 和 决 不 是 0, 当 
1->co 时 ， M9”!>oo， 末 项 是 0( 了 ), 事实 上 ， 644v 一 0( 了 ) (hxo0)， 这 
样 一 来 ,从 | 名 ou | 一 oo 就 知道 日 是 互 o) 型 的 点 集 ， 由 $2 的 定理 
4, QQ 是 口 集 ,因此 达到 了 不 是 对 集 的 结论 。 定 理 4 证 毕 , 
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设 正 数 数列 {sw} 是 单调 趋 近 于 0 的 , 百 是 [0, 2w] 中 的 一 个 点 集 ， 
设 [a|<<en (m0, 土 l， 土 2, …), 假如 三 角 级 数 及 owe” 在 0O (EB) 
一 [0, 2m] 一 吾 上 收 伍 于 0 时 ,一 切 o 都 是 0, 此 时 我 们 称 召 是 关于 
{so) 的 一 个 局 梨 , 记 之 以 避 (fesy)，Ttfeyy) 的 测度 可 以 大 于 0, 齐 革 
蒙特 (1926 年 ) 证 明 下 述 

定理 号 ”对 于 任 一 {en} (en 0), U({ss}) 必 存 在 ,1({fey) 的 测 
度 可 以 任意 地 接近 于 2， 


【证 明 】 对 于 {so}， 取 和 如 下 的 fj。0< 国 < 豆 ，mr>0，aymro0 


国定 s， 记 适合 于 nh<( 识 )<1~m 的 一 切 z 成 一 完全 点 集 P。 当 
记忆 ,时 ,有 自然 数 入, 适合 2xnmt27N Sm<2nl—n) +2nN, P, 
的 测度 等 于 2 (1 一 2%m,). 
对 于 正 数 es， 取 自 然 数 ,gta ;过 ipty 适合 
公开 (7 十 7 十 于 To 十) < 
那 末 点 集 IIP。~ 了 的 余 集 CCP) 的 测度 
IC(P) |< ZF ICP | <Adr Zn%<e. 
从 而 | 了 P|>2w 一 e。 我们 将 证 P 是 一 (fs,})， 
现在 用 下 面 的 入 (z, 及 作为 补助 函数 ， 
和 (2) Ny, Rh) =Ns+In), Lh(—v) =A (wy); 
六- 和 (0<2<h), 
No, 内 = (一 87 二 (he), 
0 A 
函数 和 (zx) 的 窜 理 埃 级 数 是 


A(z, hh) 一 生 [ 池 + 3 sin nh ) eosne] 


或 是 sz, b=2[1+D (下院 ) om]. 
置 3 一 2mms, 屠 末 在 P, 上 , 和 (sw, 及 ) =0， 事 实 上 ,zc 也, 的 语 ， 
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2 7 十 9xrN wr — 7s) 二 ZrNs, 
3h.<<sr — ZN ,< 2 — Bhs, 


设 ll<ew 作 三 角 级 数 王 oe 与 
AO -1+ 训 (We) er 
的 乘积 级 数 卫 o 咯 om， 当 s=m 时 ,假如 莹 co 在 己 的 外 部 收敛 于 0 
那 来 对 售 ow 到 处 收敛 于 0; 事实 上 ,级 数 瑟 je(z) 是 快速 收敛 的 并 且 
0(1), 应 用 拉 起 曼 的 定理 得 到 
cg 一 0 (m=0, tI, 土 2, …). 


另 一 方面 , 简写 至 %(%) 的 富 理 埃 系数 为 ,7 和 ， 我 们 见 到 


二 2 or- 一 On 十 3 oo 人 i . 
要 证 o% 一 >Ccm(5 一 >o0), 内 ee 
Cm:ns | Bs 


由 于 cmas>0(8->yo0)， 记 失 上证 的 “m= 一 1” 可 易 以 “nm 一 2 ， 当 >1ml 
时 ，(n 一 了 8 之 |m| (n>]， 从 两 |cmzm| <66， 册 是 ,我 们 只 要 证 明 


(s->00), 


se | _>0 (Cs->co)。 
左 册 等 于 
8 8, h,| / sin nhe . 
a 
定理 5 证 毕 . 


与 . 用 三 角 级 数 概 表 可 测 郴 数 


对 于 有 限 数 值 的 可 测 周期 函数 了 (wm), 是 否 有 三 角 级 数 概 全 于 了 (2) 
的 问题 ,是 卢 金 (YsxE) 于 1915 年 提出 的 . 直至 1940 年 ， 孟 孝 夫 才 得 
到 解决 ， 其 结果 如 下: 
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定理 1 对 于 尾 一 有 限 可 测 函 数 了 (2), f(% 十 2%) 三 f(%), 必 有 三 
角 级 数 几 乎 处 处 收敛 于 了 (oz) ， 

首先 证 明 备 孝 夫 另 外 的 定理 . 

定理 号 ”对 于 [0, 2x] 上 的 任 一 有 限 可 测 函 数 了 (z) 和 正 数 0, 存 
在 具有 均匀 收敛 的 富 理 埃 级 数 的 函数 g(z, 使 在 [0, 2z] 中 一 个 点 集 
百 上 与 ffz) 相 一 致 (这 就 是 说 , 当 zEB 时 ， f(2)=g(w)), 并且 
iE|>2x~—o., 


证 明 需 要 下 述 
引 理 设 [fe, 加 和 [0, 2m，s>0， 则 必 有 连续 的 折线 函数 出 (2)， 


” 它 在 [0, 2z] 一 [w 四 上 等 于 0 在 如 上 等 于 常数 % 这 里 召 [o, 要] 
1B1> (4-0) (1 一 号) 哉 是 一 正 整 数 ); 
并 且 [yey (0<z<2x)， 
| ss (0<o<2n), 
| 0 ea <Boly! 
(0<w<2n) (n=1, 2， 0) 
【证 明 】 假如 >=0， 那 末 岗 (z) 二 0 就 是 所 要 的 函数 ,现在 假设 
yz0， 取 自然 数 了 很 大 , 俩 它 满足 4|y| (9 一 0)/rv<e, 壁 6 一 他 ， 


J (8 一 0， 土 1， 土 2，…); 
< 一 一 4 


= oa ,b= 4— ; 过 一 十 2 一 ,及 一 《一 2 


过 一 5 
4 | vy 
设 折线 函数 x() 使 在 (4a', 8) 上 等 于 二 在 (ac, 5) 的 外 部 等 于 0. 积 
分 下 x( 人 Di 满足 
ee G1, 2, ,rp —1). 


事实 上 , 当 (cu oo 落 在 (4, 8) 的 外 部 时 , 了 等 于 0; 落 在 (a', 5 中 
时 ， 了 一 2 落 在 (&, 2') 或 是 (0, 5b) 中 时 ， 了 :1 一 之 一 vO/r, 


”从 而 得 到 
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,Th PV) 一 ja 人 ZE (Gs, 03)), PL) 一 OZE (ae 00), :=0, 
…) ,我 们 见 到 
中 Plo)de dh Ts -| Sa 
设 连 续 的 折线 函数 g (z) (0 <z<<2m) 在 (a, 5) 的 外 部 等 于 零 , 在 一 切 
(oo) 的 外 部 一 致 于 gp(e)， 我 们 将 证 
Vm) 一 YL — vg (wm)] 
是 能 适合 引 理 的 函数 , 由 (>) 是 由 两 个 折线 函数 z(z) 和 yg(z) 所 组 成 
的 , 当然 是 一 个 折线 函数 ,并 且 属于 C[0, 2r], 在 (c, 四 的 外 部 等 于 0， 
又 从 lx| 志 1，|g| 志 1 得 到 
[yw) [<2viy! (Ov<2n)., 
由 于 , 当 z 区 (qs, Qk) 以 及 2E (oo) 时 ， 
9 人 (2 一 go2) 一 0 19(o) 一 g(o) 1 st 


加 [gt 一 和 有 ldte z(t) 0)<25. 
写 着 六 (2) ~=Y [zx(2) 一 zp(2)]， 我 们 见 到 


cp) yn)Iat| <21y lv8 < 各 (0<<z< 委 3) ， 


所 以 - 


2 

“ 设 a<o 则 贤人 的 在 (0, wm) 上 的 积分 等 于 0， 当 6<w 时 , 必 有 [ow, oo] 
含有 2; 因此 ,六 (1) 在 (0, z) 上 的 积分 等 于 它 在 (oo %) 上 的 积分 . 
由 是 


fra zWarrty! ea 
<2v6ly|< 坊 . 
人 yl < (0<z<2m)。 
从 (q， 除去 的 一 切 (&s, 00) 而 得 点 集 忆 ,由 于 


b'—w'= (4 一 6) (1-$) 
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所 以 | 如 |>3 一 4 一 人 一 (9 人 1- 二) 在 上 , (2)=y 
最 后 估计 积分 
ls 0 大 一 人 ND) 0 as. 


当 入 ( 太 (a<teB) 是 一 线性 函数 时 ，| 和 ( 引 | < 了 H 的 话 ,由 第 二 平均 值 定 
理 ， 


IL (%; a, BI<M | | 4 Mr. 
函数 x( 如 是 由 五 个 这 样 的 和 (3) 所 组 成 ， |x |<1, 从 而 


| ea 


显然 ,Zu(9; 0, 2%) 的 绝对 值 小 于 一 个 绝对 常数 C， 由 是 
[LCs0, 25) |<17| [20r+0] <rBIyl, 
引 理 证 明 完 毕 ， 

【定理 2 的 证 明 】 由 于 F(o) 是 一 有 限 可 测 函 数 , 所 以 存在 如 下 的 
连续 函数 和 (z) (0<w<2m): 在 ( 卫 , 32 一代) 中 的 一 个 完全 点 集 忆 上 ， 


5 ~f(0), |P|>25—3.0, 在 [0 等]w 有 [= 一 和 an] 上 


~0; 在 (各 , 守 ) 与 (2x - 卫 , 2w 一 于 ) 上 , B(z) 是 一 次 的 ， 假 如 对 于 
(2) 能 找到 名 [g] 勾 伍 的 gz), 它 在 测度 大 于 2x 一 于 的 一 个 点 集 瑟 
上 ,一致 收敛 于 FB(w)， 那 末 在 通 集 忆 一 PE, 上 ， 

9g(%) ~ D(z) = f(%), 


并 有 |B|>2x 一 2x S20 一 于 0 ~2w-0. 由 是 我 们 只 要 对 于 (42) 


来 证 明定 理 就 好 了 ， 换 句 话说 , 证 明 归 结 于 建立 如 下 的 命题 , 对 于 连续 
函数 D(z) (0<%<2x), 它 在 [4, 8B]cC(0, 2m) 的 外 部 等 于 0, 存在 名 [gg] 
色 伍 的 g(z) 满足 

go) =f (0), ER, IEl>%-o (o>0), 
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对 于 连续 函数 @G(z)， 存 在 阶梯 函数 Bo(z) 适合 
Go 人 oz) =0 (zE (0, A) 十 (B，2m))，!Gn(o)| 一 4rma 
以 及 i 这 是 可 能 的 ， 固定 m， 将 区 间 [0, 2w] 分 成 有 
限 个 区 间 p 各 ，p 各 ，…，pp2i 在 每 一 个 pj” 上 ,Bn(w) 是 常数 ， 将 
pe, a ol, pi®, pf2; ts Pio， Pg Ee 
写成 小 ， 4a, 而 保留 上 记 的 次 序 置 2 一 站 十 加 十 ， bs 则 当 
vm 1<8<vm 时 ， 44 一 p99， 当 wE 4 时, Bn(0) 一 ys | 二 和" 
固定 s, 将 4 看 做 引 理 中 的 [c, J], 则 得 引 理 中 的 由 (2) = 由 (2)， 
如 (2) 一 0(ZE ds), [yb) | <2p| ys| 在 A 中 = 个 点 集 E, 5 (2) 
一 yw 
(Bl>1410-5)>1410 -0 0) 
这 里 我 们 职 v 一 2"*3(1 填 [2xfg])， 设 86=8 一 《sm,) -2 ns 个 co; 则 
jw) < nd) (Oo<2n), 
in ni») 4 
人 wi) 和 3 |< 条 


在 40r<esrm 上 , 设 go 四 ~ 各 (0), 则 因 Ech, 
gn(2) — Bn). 


由 是 可 知 : ee nz) 在 加 一 习 >、 ,Bs 上 成 立 ， SR 


=1 $= 
3=pm-i 二 +l >( 


2 =)3 141=2n(1— za) 
所 以 [ 召 |>2w 一 oz， 又 因 这 
gol0) | S20 yl <22" 14 [2w/0]) -GH < Ee, 


Py 


所 以 g(2) ~ 习 go(z) 是 一 连续 函数 、 


余下 的 事 是 要 证 明 Lg] 义乌 记 Etg] 的 部 分 和 为 (zz 注意 ， 
.到 9(z) = 卫 gu(z) 一 了 出 (2), 我 们 得 到 
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总 工作 sin %( 人 一 纺 ) 
Sn (2) 轧 工 | Dn dt-+-all), 


这 里 的 oll) 是 与 = 无关 的 ， 我 们 要 证 Stz) 色狼 于 gfe)， 
首先 殊 定 {ms}, 设 和 0 二 4， 当 人 0 之 之 :之 1 已 定 轩 ， i ， 
折线 函数 如 (z) 十 … 十 由 1(w) 满足 


Ne 
(0<z<s2m)， 
这 里 了.(2) 是 上 记忆 (a) 的 级 数 表达 式 中 的 第 。 项 (是 一 个 积分 )， 

对 于 6>0, 有 天 使 | 加 (@) 十 各 ia(z) 士 …|< 玉 成立 从 而 

lSn,(%) —g(%) [= [B77) 一 之 由 2) | 
< 各 | 一 册 | 十 1ml 二 | 总 7%|+| 晤 罗 
< 主 + 生 + Jw《2)1+ 训 72)l 
4 
定理 2 证 明 完毕 . 

系 ” 设 单调 正信 函数 p(3) (8>0) 适合 于 p( 十 0) =0, 则 对 于 任 一 
正 数 。 必 有 测度 |e| 小 于 6 的 点 集 @， 当 Cos 中 函数 f(z) 的 w(f, 5) 
和 p(8) 时 ， 存 在 函数 942)， 9(2) 二 了 f(z) (we)， [gl 勾 钱 ; 但 是 ,e 只 
与 p(8) 有 关系 ( 备 孝 夫 , 1951 年 ), 与 个 别 的 f(w) 无关. 

1952 年 , 巴 利 将 定理 1 改进 成 如 下 的 

定理 3 设 f(z)=f(z+2x) 是 一 有 限 可 测 孟 数 , 则 必 有 连续 函数 
F(z)， 它 的 导数 几乎 处 处 存在 而 等 于 f(z); F'(z) = 了 (2). 并 且 从 
LF] 逐 项 微分 而 得 的 三 角 级 数 概 剑 于 Fo)。 

在 证 明定 理 3 之 前 ,我 们 建立 几 个 引 昔 . 

引 理 1 设 (o, 纺 C[--m, 品 , 了 是 (4,23) 中 的 一 个 完全 点 集 ， 
1Pi=0， 对 于 [一 mn, wm] 上 的 一 个 全 连续 函数 全 (z) 和 正教 "存在 过 
继 的 有 界 变 差 函数 x(z) (一 m<w<se)， 具 有 下 列 几 项 性 质 ， 


二名 二 和 十 人 6 了 2 (nmi). 
4 2 LE 
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(2) -有 fo) (zeE [mm 加 一 (ou 5)), 
人 ao1<| am 人 1 


| 更 (人 一 2(2)| < (~-r<ren), 
函数 五 (2) = 名 (ww) 一 x《2) 的 富 理 埃 系 数 是 on 0) . 

【证 明 】 我 们 知道 ,对 于 [0, 2x] 中 一 个 测度 为 0 的 完全 点 集 , 存 
在 单调 函数 g(2) 在 完全 点 集 的 任 一 余 补 区 间 上 取 常 数 ,并 且 适 全 


g(0) -0，g(2m) =1, {omagls) =oll) (lnl->co). 
那 未 , 当 @(i) 在 [a, 8] 上 具有 全 连续 性 时 , 函数 
#0) Bo) + e200)(8) — 5(o] 
满足 下 面 几 个 条 件 ，z(a) 一 B(e)，z(8) = 更 (8); 在 所 设 的 完全 点 集 的 
任 一 余 补 区 间 上 取 常数 ; 又 从 
| iim |。 emigg(t) =0 


得 到 emidx() ~o(D， 从 而 , 写 者 (DB() 一 x()， 
"| Pemat=—i| ema +i]|, eintdx(t) = oa 
“在 这 个 基础 上 ,将 (4, 5) 分 咸 有 限 个 区 间 [wx, zxzr] (co 一 4，zz 一 瑟 
0<#< 人 )， 使 曾 () 在 每 个 区 间 上 的 振幅 小 于 ay 在 [wx, wets] 作 上 述 
的 xi， 写 做 入 人 汐 ， 
Xp(dz) = (LE), Xx ce Dv); 
在 [2x， 2z+ 了 本 中 的 一 个 抑 多 点 集 Px 的 余 补 区 间 上 ， 和 (有 是 常数 ， 然后 轩 
XD) (iE(g, D)), x =mt) (tier), 
我 们 见 到 引 理 1 中 关于 xz 的 几 项 性 质 都 成 立 , 并 且 


| 人 
= 小 n| [ED —x(t) em do 
下 理 1 证 举 . 的 
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引 理 号 设 1i 一 s 一 4, 8+s]C[E~zx, ww] 国 数 FD) (一 xz) 
是 有 界 变 差 , 它 在 0O( 一 一 6, B+8) 二 [一 x, 2X] 一 [一 se 一 4, 5 十 8] 上 等 
于 0, | 14F1 =V， 记 作 [F] 的 部 分 和 为 局 (z), 那 末 当 2E CO[ 一 ea; 
5 十 8] 时 ， - 

[Sz2)| <V /2e, 

【证 明 】 对 于 正 数 n 作 折 线 画 数 加 (2) 全 天 放生 

on(b) = POE), 


[FO—w(D < (Oi),. 


由 于 轧 () 一 到 十 costt “十 cosni 满足 Es 所 以 


Silo) = | [FD oI 


Sel; 


的 右 端 第 一 个 积分 的 绝对 值 小 于 27 当 wE0OL~8 一 9, bs] 时 ， 
[DG —z)| 小 于 到 (stb), 从 而 . 


| 地 00 di" 


1 Py od 


-| (ED oe) 
ee 
二 二 | op tt [9 


.最 后 的 积分 可 使 它 不 超过 下 (z) 在 [&, 弘 上 的 全 变 差 了 ,由 是 我 们 得 到 
[8 (2)1 王 2 二 /2s。 令 分 >0， 即 得 |&% (ol<F/2e、 证 毕 . 
引 理 3 设 g(2)EL(-n, mw), [~-e-4, 38+s]c[-m, wl, 当 
KE 《2 5) 时 ,9 人 2) =0。， 在 这 个 情 帝 下 , 对 于 正 数 0o, 在 [一 zx, o 叫 上 
存在 pfz) 的 棠 函数 F(z), [F(z)1<o(-n<z< wn), F(z) 在 (a, 8) 
的 外 部 等 于 0, (9) 与 5'(F) 几 乎 处 处 等 化 于 0 (这 就 是 说 ; 几乎 处 处 
成 立 着 Bo (9, 2) 一 Ss(F, 办 —0(D). 当 2E [n,m]—(~—s—a, Se 
时 SF) 的 部 分 和 部 (oz) =S,(F, wz) 满足 、 
> 


+ 
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1S (2) < 二 人 leo lads, 


{证 明 】 对 于 全 连续 函数 多 (2) -| ,9 (6)ds， 作成 x(z) 使 它 江 
， 引 理 1 的 条 件 , 记 卫 (0) 一 (2) 一 x(e)， 由 于 x() 在 [a, 四 上 概 等 于 
0, 所 以 ， 
机 人) ~ (2) ~p(2) 

在 (a, 5) 上 几乎 处 处 成 立 ， 当 EE [a, 8] 时 , x(2) 一 有 6(z)， 从 而 (2) 
一 0; 但 是 此 时 9(2) 0, 我 们 见 到 (2) plz) 在 [4,1 的 外 部 几乎 
处 处 成 立 ， 由 是 配 (a) 二 p(s) 在 [一 tw] 上 成 立 。| 了 (wz)| <o 以 及 
F(z) =0 (zcE(w b)) 
、 是 引 理工 的 结果 . 

由 相 理 二 SLF] 的 系数 是 o(n-!); 从 而 @'() 的 系数 是 o(D)， 由 
是 三 角 级 数 G6[] 一 @'(P) (项 项 相 减 而 得 ) 的 系数 是 "(D， 将 这 个 级 
数 ,施行 两 次 逐 项 积分 而 得 黎 曼 函数 人 c)， 到 (2) 是 多 (2) 一 也 (2) 的 
不 定 积分 (可 能 差 一 个 线性 函数 )、 由 于 x(t) 在 完全 点 集 卫 的 余 补 区 
间 3, 取 常 数 ,所 以 多 (2) 在 6。 上 是 一 次 西数 .因此 , 三 角 级 数 @[y] 
一 @'(F) 在 3。 上 的 黎 间 和 等 于 0， 册 于 |P| 0, 所 以 这 个 三 角 级 数 
概 伍 于 0， 在 (o, 四 的 外 部 9(2) 是 0, 更 (z) 是 常数 ,了 F(z) 是 0; 因此 ， 
所 论 的 三 角 级 数 在 (4, 5) 的 外 部 收敛 于 0， 由 是 所 (p) 与 (了 ) 几乎 
处 处 等 傅 于 0， 

又 由 引 理 1 在 [a, 下 上 的 全 变 卷 , x 的 不 大 于 名 的 :了 (CO SF) 
从 而 


VF) EVD HV <2V (8) <2 由 pO at. 


利用 引 理 色 我们 得 到 184(o) 1 < 人 1p(D1at/e。 引 再 3 证 半 ， 

引 理 双 i ft) (—r<ren), 存在 两 两 不 相交 
的 克明 完 全 集 序列 Pb，Pa …，| Pa 十 Ps 十 …| 2 在 忆 上, (9) 
-7 人 O, 大 内 具有 在 [二 由 上 和 的 5 
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【证 明 】 这 个 引 理 可 以 从 备 孝 夫 的 定理 (定理 2) 导出 、 设 朴 朗 完 
全 点 集 忆 的 |Pi|>0, 在 已 上 访 (o=Fo, BL[f1] 在 [一 x w] 义 
敛 . 假如 两 两 不 交 的 疏 朗 完全 点 集 疡 ，Pa,， …, Pi 已 经 决定 , f(z) 
一 f(z) 在 PP 上 成 立 , [fo] (= 二 ,站 都 在 [一 mm] 上 义 化 ,并 
且 CCP:+… 十 瑟 -1) 还 不 是 零 集 , 那 未 其 中 必 有 琉 朗 完全 点 集 忆 ， 
Pa 与 瑟 十 …… 十 有 不 相交 ,在 Pa 上 , furzr) = 了 (z), SG[fiysl 在 


[wm] 上 多 化 ,|Prrsl>10(Pi+…+Po)| 一 FT. 由 是 1 对 P| 


一 2x，{Px} 是 所 要 的 完全 点 集 序 列 .， 引 理 证 上 毕 . 

为 了 证 明定 理 3, 我 们 先 将 引 理 4 中 的 P(#=1, 2, …) 变 成 有 限 
个 区 间 . 设 Pi" 是 由 有 限 个 区 间 所 组 成 的 点 集 ; PYCP4r-D, 一 切 
P8" 含 有 Ps, PI9-Pi9=0(5 关 JW). 设 

名 (人 =f us) (2€E Pm, mp>1), 


gn(t) =0 (wvE P+P+.. + Pm), 
我 们 可 证 


Jamgo( 四 -Jo (2€ SP, 


从 而 {gn(z)} 在 [一 zz] 于 概 敛 于 jz)， 事 实 上 ， 当 zE 于 PP 时 ， 
Z 必 属 于 菜 一 卫 名 (mm 因 由 ， 从 而 gn(®) =f (2) 一 了 (2z)， 
其 次 将 {ga(z)} 代 以 如 下 的 {p,(z)}， 使 在 于 PP, 上 ,成 立 着 

ft{w) =gi(8) + ald) + | 
置 区 (ao) =gi(2)， mn(2) 一 gm(2) 一 gn-1(2) (>>1), 则 在 了 PP 上, 成 
家 / 
f (2) ~ Pv) + Pe) 十 …。 a 
容易 明 自 ,多 mlz) 在 点 集 思 。 一 P89 十 加 (Pi 一 Pm) 的 外 部 等 子 0 
点 集 Bs 与 和 集 媚 十 Pa 十 … 十 Po 是 不 相交 的 . 取 适 当 的 P89， 可 使 
闭 集 瓦 , 与 和 集 Pi 十 Pa 十 … 十 Pm1 无 交点 (加, 一 耳 , 内 包含 有 限 个 点 ，- 
都 是 Bs 中 区 间 的 端点 ) ， 因 此 ,Em 与 P 十 … 十 Pm_1 的 距离 
Tm=r (En, Pit**+ Poa)>0, | a 
由 于 | 妃 十 … 十 Po 一 2m 所 以 rerx0， a 
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记 EB,=Pn. 设 五 。 是 由 区 间 i A ,tl "> 中 (72 一 工 ， 2, “7) 
所 组 成 | 轨 (2) | (一 wz<w) 小 于 正 数 Ym 


Tm 
Tm 


14,1 过 (ya 1<VEVm) Cm>1). 


由 是 ， 当 GE A (ym 1<V EV), wvE P+ Pn 时 ， 位 一 心 | Tm 设 
vm-1<<? 友 pm 置 
PP) =PDn(t) (EN), p(t)=0 (v2EL,), 
则 村 m (2) = vr1(2) 十 … 十 ys(2)， 失 而 人 2) -> gu(2) 在 立 卫 .(z) 
上 成 立 . 这 里 我 们 还 要 注意 . 对 于 《vm zm] 中 不 同 的 两 个 整数 > 和 
2 ， 和 (Jpor() =0; 另 一 方面 
Tm 
I ps) de <?m|4| ee 


py 《2) 的 富 理 埃 级 数 护 [gy] 在 [一 x, w] 中 除开 有 限 个 点 ,是 收敛 的 , 这 
是 从 儿 [f4l, 信 [gx]j, 多 [到 的 性 质 逐 次 遗传 过 来 的 性 质 . 

在 这 个 基础 上 , 我 们 就 能 作出 下 述 函 数列 {8 了, (zx)}. 

引 理 号 设 知 人 eco, 克 了 0 2 一 min(nz2 及 ,), 则 必 存 在 有 和 界 变 
差 的 连续 函数 ,vw) (一 x<<z 志 x) 几乎 处 处 满足 百 ,(2) 一 g,(2), 并 且 

| 到 (2 和 ao 【一 Ts 二 3<T)， Fs)=0 (WEd,), 
or 区 一 gz 《除开 一 个 零 集 ) 

当 vwE Prt Pm Vmi < pn 时, [SF,, 2) | ml, 

【证 明 】 由 引 理 3, 对 于 w(x) 有 了 (2); 这 里 对 于 9p,(2), 存在 
了 ,lw) 如 引 理 5 所 述 , 但 是 我 们 还 要 证 明 

[FF,, oH | Sm (GE Pt Pnls vm_1<v<Vn). | 
由 于 rn=7(Bm, PP 十 … 于 Pn_2, 所 以 当 i€ (pmAi 达 vpm) 时 ， 
Fd,, Pi Pn_1) > Tm; 

由 引 理 3, 当 w€ Pi 十 … 十 Pn_1 时 ， 


1 1 
[SCF ow) < ze 7 ,lr le < 


【定理 3 的 证 明 】 级 数 了 (2) 一 也 1(z) 十 Fa(z) 十 … 是 匀 敏 的 ， 事 


ET EE swrsmgeni-eas -= 
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实 上 ,由 引 理 5, | 也,(2) |<os<2-*， 由 是 ,从 


SL(F, 四 一 -三 7D)[- 生 Du 人 一 四] 


得 到 总 (7, 可 一 半 避 (Po 本， 


设 各 =1, 加 一 2m; 用 完全 归纳 法 ， 我 们 决定 由 个 ce 加 40， 假如 
当 p< 时 ， 1 0 M1 和 a， ” hr-1 都 已 决定 ， 并 且 适 合 条 件 


1 于 Tm 《Po 12 Mm>1), 


rm—r (En, Pit'**+ Pn_1) >0; 


Fs2*= min (np, h,) 


对 于 这 些 由 引 理 5 所 给 的 五 ,.(w), 利 用工. 更 . 耶 各 洛 夫 《〈EropoB) 的 定 
理 , 我 们 见 到 [一 wx, wx] 中 有 点 集 Mx, 【Mx| 2w 一 所”, 在 Ms 上 ,成 立 荐 


Sa(Fo, oD) ~p(2)| < ol, 2, bb). 
到 >mes, 使 当 m>m 时, 这 些 不 等 式 成 立 . 因此， 
IS CP, op | < mm, rE M), 


等 式 本 ,(z) 一 py(w) 几乎 处 处 成 立 , 由 耶 各 洛 夫 定理 , 存在 点 集 色 1， 
18.|>>2x 一 6-3， 在 名 上 ,不 等 式 


et) | < (hl < 
成 立 .因此 , 当 weE Co， || < 有 时 ， 


| ) | < 于: 


这 里 加 < 如 -324<rm, zw-i<8<zm， 然后 我 们 决定 政 (z), 使 它 具 
备 类 似 于 (2) (< 的 的 性 质 ， 

置 刀 =-lim Mielim Oh* 沁 忆 ,, 则 || =2z。， 现 在 证 明 (4#) 一 
ja) 在 上 成 立 ,， @'(F, 四 概 敛 于 (2) 
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设 *E 允 , 则 有 加 当 有 > 和 时 , oE Ms vwE Bi, 2E Pit "+ Pay 
1 


1 
ps 8, 万 全 Mp EN Nl) 


z IF 人 Go) 一 凡人 (一 … 一 pica(z)1<e， 
由 是 , |8%(F, 2) 一 f (oD) |< 3， 4)—p(2) 一 … 一 ga(o| 十 s 剩 
用 5S,( 卫 ) 一 号 5,(F,),， 我 们 见 到 


CF, oo) < BP, oD -0,0 1+1S (Ps, 由 | 


BS, ol+s 


< 于 + 二 + 全 >3 浊 站 [BDIaz+a<4e 
事实 上 ， 第 三 项 小 于 2nm8 1 (27 二) 之 和, 这 就 证 明 ， SE[ 
的 逐 项 微分 级 数 概 敛 于 (2). 

最 后 证 明 F'(w) 几乎 处 外 等 于 了 (2z)， 设 及 了 0,， 则 
eh -Fl) -总 2 一 下 wz) 
zi 

”对 于 ge>0， 取 i 12 人 3 上 式 左 端 与 了 (z) 的 差 - 
小 于 


无 一】 


F (e+ 人 


po (2) |+ 


人 | 到 二 


F(t+h) — Py i 
h | 


p=1 


当 | 夺 < 加 时 ,第 一 项 小 于 主 ， 由 于 “和 w+ 都 属于 4 所 以 第 二 项 
等 于 0. 第 三 项 小 于 
2 已 2 h, 
pr Pt < 赔本 < 
总 结 起 来 , 我 们 得 到 
| | 二 —f(z) | <3e, 


从 而 瑟 (o) 一 Fo) 在 马上 成 立 ， 定 理 证 明 完 毕 . 


392 第 八 章 一 般 的 三 角 级 数 


.下 测度 点 集 上 取 土 co 的 可 测 函 数 


从 前 节 知 道 ,对 于 有 限 可 测 函 数 ,有 三 角 级 数 概 敛 于 它 ， 那 末 对 于 
任意 的 可 测 函 数 了 (2) (0<z<2z), 特别 是 在 正 测度 的 点 集 马 c- [0, 3m] 
上 , f(z) = 十 co (或 是 一 0) 的 话 , 是 否 有 三 角 级 数 “ 概 向 "于 它 ? 详细 
地 说 ,是 否 存在 {oa，Bs}, 使 三 角 多 项 式 


SS,(T) = 人 《ac0g vw By sin vw) 


在 加 上 几乎 处 处 威 立 着 
人 (全 一 > 十 cc 

在 [0, 2m] 一 召 上 , lim Su(z) 概 伍 于 Joe)y 我 们 简称 这 种 情况 为 概 向 ， 

另 一 方面 ,本 着 孟 孝 夫 的 想法 , 我 们 引入 “度量 概 向 于 上 (下 ) 限 ”的 
定义 . 设 f(z), fs(%),… 都 是 区 闻 [4, 到 上 的 有 限 可 测 函 数 , 除开 一 
个 零 集中 的 点 , 函数 值 都 是 有 限 的， 假如 有 可 测 函 数 了 (2) (a<w<8)， 
对 于 fe, 如 上 的 任 一 可 测 函 数 2(z) 使 点 集 

(fst) VD) (PC > R(T)) 
的 测度 是 oD)，lim| (fs(2)>p(2))*(g(2)> FF(s))|=0; 当 | (F(%) 
>p(z))|>>0 时 ， 
lim sup| (fs(2) >9(8)) (F(z) ~>9(%))|>0, 


那 末 称 了 (2) 是 {f,(%)} 的 度量 的 上 限 , 函数 列 {f,} 度量 概 癌 于 上 限 
了 (2); 简 记 作 fntz)sup 坊 了 (z). 假如 有 可 测 画 数 GG(2) CS 于 
任 一 可 测 函 数 沙 (2z) (ez 志 书 使 

lim| (fn(2) <Y(2)). 他 (<G(z))1 =0, 


当 1(G(z) <0)) 1>0N, lm sup | (fn(z) < 出 (2)) (G8) <y (0))| 
>0, 那 末 称 G(z) 是 {f(z)} 的 度量 的 下 限 函 数 ， 简 记 、 
f(t) inf SH), 
假如 (一 go 十 mm， (OF > 是- 概 伍 于 :的 记 
号 )，on(z) 一 0( 这 是 | (oz) 呈 0) 1 一 oGd) 的 简 记 )， 那 末 说 : {fn(%)} 
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度量 概 向 于 f(z), 简 记 为 户 (z) 人 六 co)， 下 述 一 系列 的 结果 都 是 孟 孝 
夫 所 建立 ( 详 见 他 的 专著 “三 角 级 数 的 度量 收敛 ”, 斯 捷克 洛 夫 数学 研究 
所 从 书 XXXII, 1950). 
可 测 函 数列 的 度量 上 限 ， 度 量 下 限 以 及 度量 极限 之 间 成 立 如 下 的 
基本 事实 ; fu(w) (一 1 2 …) 都 是 在 [c， | 
I. 必 有 五 (z) 适合 fn(2)sup= 坟 F(z)。 
. 假如 f(z)sup 过 Fi(2), fn(%) sup 二 了 Fat2z), 那 末了.(%2) 
二 五 2(2) ， 
IIUI. 设 户 (z)sup 一 Br jinf3G(o)， 则 (六 三 (z)， 
IV. 设 C(z)(e<z 和 2 是 可 测 的 , 则 f(z)inf 过 Q(s) 的 充 要 条 
件 是 一 f,.(%)sup 壤 一 G2). 
V, 设 所 (2)sup 坟 了 (2), 则 了 FC(2) lim sap 疡 (2)， 
YI, 和 假如 fn(%) inf 地 Gu(z)， fr) ni gag, 那 末 Gil(z) = 
Gs (2), 
VI, 设 f(z)inf 坟 9(z), 则 G0) < lim bh in 了 f,(%). 


VI 设 记 (Oo 全 to) 则 fn(5) 一 gs(c) 十 m(a)， 
Lim : inf Pg, (%) = ， ou(2) 一 0， 
在 这 些 事实 药 基础 上 , 备 孝 夫 建 立 了 下 述 
基本 引 理 设 了 ol2), Fiz) 以 及 所 (4), fa(2%),… 都 是 [一 zx, x 
上 的 可 测 函 数 , 对 于 任 一 fw《2)， 九 乎 处 处 成 立 着 
_ P(t) < fn(s) <PFolw). 

'“ 则 必 存 在 系数 为 0 了) 的 三 角 级 数 一 一 记 它 的 部 分 和 为 5,(2) (%==2, 3， 
…)， (2) = 二 0 一 一 及 连续 函数 列 hh (2)， ha (2)， (一 soO<T) 适合 
Raz)sup=>Fote)， (cz)inf-> 一 了 (7)。 

。 当 mw 和 co 时 ,假如 一 也 (zw) 和 Bolz) 不 是 tw(z)} 的 度量 上 限 与 度量 

”下 限 , 那 末 存在 记 x(c)} (pw 个 00) 适合 
Ry, C0) 一 (—xt<rEn), 
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对 于 thm(2)}， 存在 信 ,,(2)} 适合 , 
lim {hn (2) ~8,, (0)} 0 

并 且 {hm(2)} 与 {fm(X)} 等 度 概 伍 ; 这 就 是 说 , 当 hn(w) 和 fm(2) 在 2 
取 有 限 值 时 , hn(2) 一 fn(2)>0; 假如 Po 一 十 cc， fo 人 2) 一 十 co 都 
成 立 ， 那 末 说 {hw(2)} 和 {fm(%)} 在 此 2 等 度 收 伍 ; 当 js( 约 一 一 co， 
加 (一 一 so 时 ,也 是 这 样 说 . . 

蔗 本 引 理 的 证 明 , 很 占 篇 幅 , 这 里 从 略 . 

通过 上 述 的 基本 事实 以 及 基本 引 理 , 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 ; 

定理 1 对 于 任 一 可 测 函 数 f%w)( 一 5 人 x<<w)， 函数 值 了 fz) 在 一 
正 测度 的 点 集 上 ,可 以 为 十 <, 在 另 一 正 测度 的 点 集 上 , 可 以 为 -ce， 
Ne 取 有 限 值 的 点 集 也 可 以 为 正 测度 ; 存在 三 角 级 数 


p>3| (an cosng+ b, gin %%) 


度量 概 向 于 了 (2)》， 这 就 是 说 , 它 的 部 分 和 的 叙 列 
SS (2) 一 > (an oo ma bn ein me) (m=1, 2, ') 


度量 概 向 于 了 (zw), 并且 
&=0(1), b=o(l), 
定理 1 是 下 述 定 理 2 的 特殊 情况 . 
定理 安 设 酒 数 F(z), GD 和， oO (2) 在 区 闻 
[一 w, :wx] 上 都 是 可 测 的 ,并 且 儿 乎 处 处 成 立 着 
GO) ET) EFL) (v=1, 2，…， p), 
则 必 有 系数 为 ofT) 的 三 角 级 数 , 它 的 部 分 和 8.( 愉 满足 
S,{w)supS Fr), S(t)inf—> G(s); 
对 于 内 (2)(v ==1,2,…, Pp) 分 别 有 (9)(%=1,2,…; 2 二 ,2,，…, Pp) 适合 
lim Swtw (2) = ,(®). 
假如 在 点 集 召 Cr[ 一 x, mw] 上 lim Su(z) 概 敛 于 由 (x)，[ 加 | >0, 那 末 、- 
在 吾 上 , 交 (%) 概 等 于 某 - 一 加 (zc) (v= 一 1,，2,…, Pp)， 
定理 工 也 可 以 从 下 述 定 理 8 导出. 


6. 下 测度 点 集 上 取 土 eo 的 可 油 函 数 395 
定理 3 设 F(z) 和 G9(w) 是 [一 x, xz? 上 的 可 测 函 数 , GC2) 声 
王 (2)， 则 必 有 系数 为 of 的 三 角 级 数 , 它 的 部 分 各 Sn(z) (rn 一 4, 2,…) 
满足 如 下 的 条 件 : 对 于 几乎 处 处 满足 G(2) 所 下 (2) 二 了 (wv) 的 可 测 函 数 ， 
必 有 Su(z) 概 敛 于 由 (2), 并 且 | 
ST) sup>F (2), Sz)inf=—>G (72), 
【定理 2 的 证 明 】 将 五 (2) 与 (2) 分 别 看 成 基本 引 理 中 的 Fok%) 
与 一 了 i(w), 我 们 得 到 系数 为 ol 了 D) 的 三 角 级 数 , 了 lx) 和 GCw) 分 别 成 
为 它 的 部 分 入 他) 的 度量 上 .下 极限 ， 
Swap Fe), Slr)inf->G (0). 
取 {fmtz)} 如 下 ， 任 一 fm(2) 等 于 某 一 了 (2%), 但 是 有 无 数 个 
fn(l2) 适合 于 fn(2) 一 贞 (2) 一 一 2 是 1,2,…, np 中 的 一 个 数 ; 任 一 
上 (2) 有 无 数 个 fm(%) 等 于 出 (2), 但 y=1, 2 2、 由 是 Go) < 


加 从 < 了， 家 基本 引 理 , 存在 连续 数列 {hm(w)} 满足 引 理 中 一 切 


条 和 件 . . . 
特别 是 ，{hm《%w 闻 有 子 列 概 伍 《包括 十 co 或 是 一 号 的 情况 ) 于 
yp,(®) (v=1, 2, ' 2), 但 是 由 于 {Sw2)} 中 有 子 列 概 敛 于 hn (2), 所 


”以 {9,(2)} 有 子 列 概 敛 于 兴 ,(2) (v=1, 2,…, 区。 


最 后 ，{3,.(2)} 的 某 一 子 列 {Sm(2)} 在 正 测度 的 点 集 五 上 概 化 于 
由 (z) 的 话 , 我 们 要 证 出 (2) 必须 是 一 个 由 (2) 人 = 2,…, p)， 当 
Sw(%) > 由 (2) 在 召 上 成 立时 ,必须 实现 下 述 两 种 情况 的 一 种 ， 

第 一 种 情况 ; 

St)inf=> 0 (r), SCs)sap>(s) (AXLET). 
第 二 种 情况 ;存在 各个 ce 使 pos(z) 一 Sn (2) 坟 0 〔 一 msz<m)， 
当 第 二 种 情况 出 现时 , {px} 和 {mj} 分别 有 子 列 {gx} 和 {mw} 适合 于 
lim {ho (w) —Sn (2m)} 20 (—x 人 TET). 


我 们 不 六 假设 (对 于 gi 的 假设 ) 一 切 fe) 者 是 和 人) (一 定 的 力 .从 
而 得 到 
lm Slo) he) (一 m<osm) 
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由 是 可 知 出 (2) 和 = 由,(¢) 在 召 上 成 立 ， 
在 第 一 种 情况 , 我 们 从 基本 事实 (V) 与 (VID), 得 到 
lim inf So) SG) EF) <lim sup S', (2), 


这 是 在 [一 x, wz] 上 几乎 处 处 成 立 的 .结合 到 5, (4) 必 由 (2)， 我 们 得 着 
G(s) = (0) = 三 (z) (ZE 如， 
从 而 得 到 由 (cz) = 由 (z) (一 了 2,…, p; ZE 吾 )， 定理 2 证 明 完 毕 ， 
【定理 3 的 证 明 】 对 于 G(w) 广 了 (四 (-w<w<n) 的 可 测 函 数 
G(z) 与 了 (w), 我 们 要 证 存在 着 系数 为 o(1T) 的 三 角 级 数 ， 它 的 部 分 和 


适合 


当 可 测 函 数 出 (w) 介 在 (2) 与 了 了 (%) 之 间 时 ,有 BC2) -下 (2)， 
lim ge(2) yp(%) 《 一 mo 


将 [一 mw, wr] 分 为 三 个 点 集 吾 十 百 ; -十 召 在 召 上 水 (zw) 是 一 有 限 函 
数 ， 

由 (Z) 一 十 ce (Ew), 由 (z) 一 一 co (EER..). 
三 个 点 集 ， 可 能 有 的 是 空 集 ， 对 于 正 整 数 mm， 于 盏 ， 召 :-, 加- 中 , 分 
别 取 完全 点 集 Ps，B4， 有 5 使 一 上 和 m 都 不 属于 也 十 PP5， 在 五 
上 , 由 (we) 是 连续 的 ( 卢 金 的 定理 )， 


Pol>1B| -5, [PEI>1Bl~— 证 . 


2 mm 
我 们 于 [一 xw, 上 , 作 连 续 函 数 gm(%) 如 下 : 
gm 人 2) 一 站 (2) (wsE Pm), gm() -Tm (z€ Pa), 
在 Pm 十 Pw 十 Pn 的 余 区 间 上 ，gm(%) 是 线性 的 ，gm( 土 xw) 二 0， 极限 点 
集 思 ~=1lim inf (Pm 十 Pa 十 Pa) 的 测度 等 于 2r。 当 zE 吾 时 , 存在 mw 
当 n>ms 时 ,2 属于 Pa+ 十 Ps, 由 是 可 知 {x2)} 是 满足 所 述 的 
条 件 的 ， 


设 由 分 点 409 一 一 4 十 节 25(v 一 0, 14， …， 7) 将 [一 mm 0] 分 成本 


6, 正 测 度 点 仙 上 取 土 oe 的 可 测 函 数 397 . 
个 小 区 间 ， 置 站 = po 在 09<a<agm 上 , 定义 gm(z) 等 于 有 理 数 
一 了 22，… Pm); gm( 一 z) 一 9 种， 这 样 就 得 到 [一 zz x] 上 的 有 
限 栈 数列 pr(2), gs(z),…， 其 次 定义 {fm(0)}: 当 G(z]<oo 人 zc) < 
了 了 (w) 时 , 设 fn(2) 一 pn(2)， 假 如 ml2) <9(z), 那 末 定义 fn(%) = 
Go)， 当 gm(2) > 下 (z) 时 ,定义 fn(z) 一 (2)， 由 是 ， 
Gr) < fn(2) SF 2) 
在 [一 x, xw] 上 几乎 处 处 成 立 . 
在 如 上 的 情况 下 , 将 会 (%), F(z) 分 别 看 做 一 Fi(z), Folw)， 由 
是 得 到 基本 引 理 中 的 {hw(2)}， 系数 为 oD 的 三 角 级 数 , 以 及 {nx}， 
{px} 和 {vn}， 基 本 引 理 证 明了 定理 3 的 一 部 分 结果 .我们 还 要 证 明 
业 (z) 是 {9S,(2)} 的 某 一 子 列 的 极限 函数 . 
我 们 见 到 [一 x, w] 中 的 x， 九 乎 处 处 满足 下 记 情 况 的 一 种 
Gn (2) < fn) ShT), Pm) < fn(w) < pu). 
由 于 gr(%) 的 连续 性 ,存在 自然 数 W 使 当 [ 一 mm, 中 的 两 点 “和 zl 的 
距离 小 于 Wi"2r 时， 
ly 人 lo 一 go | <1 


_ 其 次 定义 自然 数 序 列 ja Ma …: 后 一 让 <Aa 和 和， 置 
Wh (Nez, P1, Poa, ***, Puras) 。 


设 不 等 式 [rp ge Cog) 1< 王 当 v<W 时 成 立 , 则 当 
rr vy<N,, £>1 

”时 , |gz(2) 一 一 rg% < 千 ， 并 且 

[x(n) -mepo)1< 二 ， 


由 是 , 从 [go) 一 ou 人 o)|<< 卫 (一 ms<z<m, >1), 得 到 


Him Jor(2) 二 由 (2) (~mewvem). 
从 而 3 
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lim 7ous(z) pls) (—r<w<n). 
由 于 {fn(2)} 与 {hn(w)} 是 等 度 概 伍 的 , 所 以 
lim js 人 (z) = 沙 (GD)  〈 一 msz<z)， 
又 由 于 和 (oz) 一 8 (ez) 二 0( 了 D, 所 以 得 到 
lim S,(z) p(s) (~r<r<n), 
定理 3 证 毕 ， 


了 . 从 三 角 级 数 的 部 分 和 子 列 {S(w)} 
-可 以 概括 到 全 列 {S.(z)} 的 性 质 


下 面 是 斯 捷 切 金 与 乌 里 雅 诺 夫 的 定理 (* 级 数 的 子 叙 列 的 收敛 ”只 - 
书 LXXXVI, 1965) ， 


定理 六 _ 设 吕 (人 一 到 oo+ 高 (qcosvw+b,sin vg) (n=0, 14) 
是 三 角 级 数 | 
了 部 o+t 2 (cv eo8 2 十 gsin py%) = 县 二 3 C08 (v2— 0,) 


的 部 分 和 叙 列 , 百 C [0, 2xz]，| 乃 | >0。 则 当 
0<nmprz 一 名 一 忆 (1) 
时 ，{Sw(z)} 在 如 上 具有 性 质 和 的 话 ，{S,(2)} ee 
4, 4 是 下 列 六 种 性 质 的 一 种 : 
(i) 在 吾 上 匀 伊 (这 ) 在 球 ( 至 )(p>> 力 中 收敛 ; 
(iii) 在 召 上 概 敛 ;| (iv) 在 召 上 度量 收敛 ; 
(Vv) ZlSm (2)—Sm(s) [<rEE); 
(Vi) 当 z%EB 时 , Sn(2) =0 (DD. 
在 (i) ~~(V) 的 和 情况, 0, 一 0《 了 ), 8,( 拉 ，、 在 (Yi) 的 情况 , 6 b,—0O{1). 
【证 明 ] 先 证 (iY)， 设 Sm《2) (一 二 2, -…) 在 召 上 度量 收敛 , 则 
在 五 上 ， 
Tig)=8n,, (2) 一 Sa(2) 一 0. 
对 于 任 一 正 数 2 有 加 (se)， 当 >hole) 时 ,存在 了 CE, 21 Ex| 之 |Bl， 
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sup |Tr(2)|<e, 
由 是 可 以 导出 p>0， 事 实 上 , 当 各 <m 和 onsa 时 ， 

Pa < Nl ac0, a4), | . 
另 一 方面 ,我 们 可 以 证 明 : 上 Tjiwe.a5<<O(rwn 一 my, [8|) iD; 洁 w， 由 
于 fp+i4 一 ?py 二 OQ( 了 DD, 所 以 

Po 一 人 (人 五 |)s，pn 一 co 
gup Inax [Swe)}—S, (2)|—>0 (F300). 


笠 天 世 天 二 持 天 +1 


由 是 可 知 {Ss(2)} 在 加 上 上 度量 收敛 .但 是 ， 我 们 必须 证 明 上 述 关于 
Tlzxs 的 不 等 式 ， 


记 iflem=[| Go az] ，Iflaw 一 saplf(e) 1， 我 们 证 明 下 
。 引 理 1 设 BcC[0, 2m), 7>1, g>b 则 也.(z) 一 写 csr (on) 
满足 | : | 
Plire,sw On, [BI) Plzs. . 


上 述 关 于 了 ;的 不 等 式 是 ?=9~2 的 情况 .假设 Pt2) 才 0, 记 
Ps~ P(e®), |Polus =D, B= (EE, IP, (0)1> XM), 这 里 


w-D( 人 二 ) .我 们 见 到 ， 
eb AA 


因此 ,在 调度 | Bo| > 去 [也 ] 的 BB 上, sup | Pu| <MM， 这 样 一 来 ， 我 们 


所要 的 (关于 荆 "， 14 的) 不等式 ,可 以 从 
HP ceo,an On, |Bol)|P, es,, 
导出 ， 事实 上 , 利用 这 个 不 等 式 , 我 们 见 到 


[Puen < Oi Bol) Mo (2) Ca(m | Bol)D 


<(1+1T) 0 11)D=00, 12D IPrlaee. 
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现在 证 明 1 PP|eceaz7 Psiccam 小 于 Cn, | 召 |), 这 里 |B|>0. 
设 包 cB |0， 2w 一 去 |B|]， 2|E|=1Bl. 置 h=2|， 那 末 吾 : 
中 必 有 如 下 的 点 ro，…，gir 
一 4 十 Pp (v=0, 二 Ws Pv 都 是 整数 , po 一 0 Ps<Pvy1)， 
设 点 集 z 妃 是 9= 至, “GE 吾 的 一 切 点 Ze 所 成 的 , 由 于 > 了 和 所 以 
2 如 | 2nw， 因 此 ,将 PE 落 在 [28mr， 28r 十 2m) 中 的 部 分 ,一 一 个 =0， 
1,…*) 布 置 在 [0, 2m) 上 , 那 末 2 如 中 至 少 有 mw 十 1 点 相 重 于 [0，2r) 的 
同一 点 , 这 就 是 说 ， 有 点 
Yo<Yi Yn Yo Yi=0 (mod 2m), y, EPDE (v=0, 1,'*, %), 
由 于 wo 一 区 € 如, 所 以 加 中 有 点 go …， 人 


tu— K-10 (moa 演 )， 人 eh. 
从 而 2 一 ca 十 Dj =0, 1, .+, %), 
h<lzmw—o,l < 2 于 |B| (FF»). 
利用 拉 格 朗 日 多 项 式 , 将 了 了 ,(2) (2 一 eo") 写成 
Pu(ee) ~ Dh (ee) Pen)， 
(te 一 本 ee 


Ln 于 (2. 一 29 姑 < ein" 着， 所 以 得 到 
IDaX IP,(2) | 魏 Sin™" 1 sup|P.(2) | 

sn | 

< (n+l1) sin (8 ) sup| PC2)l, 


定理 在 (iv) 的 情况 , 已 经 证 明了 它 是 真 的 。 同 理 可 证 定理 在 (i )， 
(i，(i) 的 情况 , 也 成 立 . 
现在 要 从 {Bo()} 在 如 上 的 有 界 变 差 性 , 导出 
Z|S,(%)— S12) | <o0 
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在 召 上 成 立 . 设 生 |Sm(2) 一 Sml%2)| 在 吾 的 一 个 正 测度 点 集 王 上 
匀 伍 , 则 由 引 理 也 
Sn, CF) —S,, (2) lrco, 2x) 


<Omma—m, | Bi)|, su 人 o) 一 Sn 人 clar， 


左 端 不 小 于 ?nax (pn Pm)。 由 于 wi 一 mx 一 0《 了 ,所 以 王 pn 收 
伍 , 从 而 瑟 |S,(%) 一 Ss_1(%) | 过 oo0。 这 就 是 证 明定 理 在 (Vv) 的 情况 成 
立 ， 

最 后 讨论 Ss(2) 在 吾 上 是 有 界 的 情况 ， 存在 五 的 子 集 再 ，| 瑟 j 
>0, 在 召 上， 8w(z) 是 均匀 有 界 . 于 引 理 工 中 的 不 等 式 , 设 r=2, 
2 一 1, 我 们 见 到 {ps} 是 有 界定 理 证 明 完毕 ， 
| 系 设 %ni 一 和 ;一 0 1 和 2 和 ce, 则 当 ?<msrzxl 时 ,在 正 测 度 
的 点 集 妞 C[0, 2x) 上 ,成 立 着 

pn= OF — Bndincmt lf — Brec sy) 
{f —Sbicey = OF — Slzecmt |f —Sow recm), 
_ 这 里 je| zce 表示 jplow. 
【证 明 ]】 于 引 理 1 中 , 置 "=2, g=2, 就 能 获得 所 要 的 两 项 结果 ， 
在 研讨 wii 一 ">coe 的 情况 之 前 , 我 们 证明 
引 理 固定 正 整 数 刀 和 (0,， 2z) 中 的 一 点 to, 存在 z= 的 2% 
次 多 项 式 Pan(2) = oo 十 oz 十 … 十 canz2n 满足 两 个 条 件 : 


cm 一 去， | 了 as.(z) | < (eo %) (WoL 2 一 20)， 
[证 明 】 车 比 雪夫 的 % 次 多 项 式 
TW) = 008 mm are = 2 十 马 入 的 
在 [一 1 切 上 是 一 个 偶 通 数 , 从 而 Ts( 一 只 一 Tan(w), 当 0<to< 于 时 ， 


C009 2 了 2n 


一 今 2 一 工 an Cog3K 了 
cos Ho Co ) ~ 四 


由 于 cos 2nf 是 cost 的 2 次 多 项 式 : cos 20t 一 22 1 coso 所 以 上 
式 可 以 改写 为 
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gny 
(co8 io) ”Ton ( .208 -+ Sapm 008 r+ 008 2nt, 
E 0 


又 因 | 人 sn(%) |<1(dw| 二 1)， 故 当 xzE [to0,， 2 一 zol 时 ， 
cos 三 

coos LY T2008 LY 

( 2 ) | ( .2 ) 


写 着 cos hw= 喜 (+2 中， 那 末 ?的 2n 次 多 项 式 


. | n COS 
Ps) 一 2 人 cos 加) Ps, 
COg 


满足 引 理 2 中 的 两 个 条 件 . 证 毕 ， 
定理 2 设 J 和 (wa 一 mw) = 二 ceo, 则 存在 老 级 数 > cn2" (2 一 0) 
它 的 部 分 和 So) 一 co 十 … 十 coz" 的 子 列 {w(z)} 使 级 数 


了 [Si (2) 一 六 人 2) | (0<zs2r) 


-到 处 收敛 , 在 [0, 2w 一 8] (0<e<2m) 上 勾 敛 , 并 且 系数 {cw} 是 一 无 界 
数列 ， | , 
【证 明 】 对 于 正 整数 8 必 有 mw 适合 于 my, 一 ?1% > 23 十 革 ， 简 每 
rw 一 29， 利用 引 理 2 中 的 了 ss(2), 作成 暴 级 数 


S(z) 一 3 szm» PP,, (eltrz) 一 避 om 


a 

ee 

-se 
2 


这 里 2,= 2aro cos (exp( 一 一 = 二) i 多 ) a 
”首先 注意 a 1 从 而 {cw} 是 无 界 的 . 

S(2) 的 部 分 和 S,(2) 二 co 十 "… 十 orz* 具有 如 下 的 性 质 ， 3 mm < 
merl 时 ， Sn (2) = Sn (2); 后 者 是 


Sn,(2) 一 Do wps [ettz+zo))， 
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其 中 | 
TH+ we \™ 一 v35 
Pss (eerie) | (co08 -Ge) = (0<c<2xz 一 2zo). 


对 于 sE (0, z), 存 在 媚 =~ 入 (e)， 当 5> 太 时 ,mo< 瑟 。 由 是 , 2E& [0 
2r 一 引 的 话 ， 
Sm, (2) — Sm (2) | <0 (o>N), 

故 以 左 端 为 一 般 项 的 级 数 在 区 间 [0, 2x 一 2] 上 勾 敏 定理 证 毕 . 

定理 了 设 {rots 一 ?ix} 是 元 界 的 (xm 个 ce), 则 在 Car 以 及 在 工 (0， 
2m) 中 ， Sm?) 一 00 十 … 十 cmex" (z=e*) 的 收 合 性 不 能 保证 {C2)} 的 收 
敏 性 . | 

【证 明 】 由于 mw 一 m1 不 是 有 界 , 所 以 对 自然 数 s 存在 h, -1 


”适合 于 


Ps — > 3 920 
利用 费 子 的 三 角 多 项 式 


Ql0) = NS .0 (2 一 站 多 
名 1 . 
_ oos (mt+Ds cos ne 
[和 tt 


作成 :oo 的 多 项 式 P,(z) =Q,(2) 十 4g () = 党 or， 我 们 见 到 


和 1 
名 一 二 


Do 十 On+l 二 on 


.由于 Pi(2) 一 2 一 2 (sn 2 十 2 十 … 十 2 所 以 级 数 


S (2) = oxp[itm, -3 2°)1. Pl) = Dor 


前 部 分 入 ,4) 一 co 十 cz 十 … 十 oa 和 的 子 列 (2) (1 一 1，2,…") 在 0:< 
% 世 2w 上 是 均匀 有 界 , 相应 于 SG) 的 级 数 之 ov 是 发 散 的 . 定理 证 明 
完毕 . 
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和 怠 ， 膨 期 函数 级 数 


设 p(2) 是 23z 为 周期 的 周期 函数 ,属于 Ls (0, 2x) 而 不 是 常数 ， 
三 角 级 数 是 了 4.9 (nz 一 om) 的 特殊 情况 , 简称 后 者 为 周期 函数 级 数 ， 

定理 1 设 BC[0, 2x], |BE|>0; mw 00, nti m= 0(1); SS,(2) 
是 周期 函数 级 数 芝 gm.9 《ms 一 on) 的 部 分 和 ， 假如 

{Smal2)} (k=1, 2,»*°) 
| 在 如 上 度量 收敛 ,或 是 在 空间 I?(B) (1<p<2) 中 收敛 ,. 那 末 {S。 Cw)} 

也 具有 这 样 的 收敛 性 ， 

【证 明 】 证 明 要 利用 乌 里 雅 诺 夫 - 斯 捷 切 金 的 等 式 

| 


N+m | a 
> (zz 一 ai | dr 


-到 > p? 各 op [iv (ho—awsy)] 


“av+0( 训 44) 
这 里 ->o0, 9(2) 人 ~ 与 名 十 习 p。 cos (vw 一 By); 2' 表示 其 中 关于 v=0 
-的 项 是 ( -Be-) 而 不 是 成 ， 等 式 的 证 明 ,这 里 从 赂 《 详 见 前 面 引用 的 “从 


书 ”LXXXVI, 引 理 2.6). 
现在 从 等 式 导 出 不 等 式 


(LD) Ce 
1 
<0,.0(Cm; | )| 上 可 


当 太 >Wo= No(om, 到 站 时 成 立 ， 等 式 的 末 项 是 O(a%41 十 … 十 鸣 ;m)， 
它 的 绝对 什 小 于 


R=R+1 


如 《9841 十 ‘i (N>N), 
这 里 罗 , 一 Ni(s, m,-E, 9). et 


叉 十 加 
上’: > a ep 


t= 名 十 


Ge rh | N+m 
> 二 忆 拓 | | 训 cxrm orp Liv Chr-ars)]| do 一 党 吕 
2 xi FI . | #1 


Bl 
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现在 记 右 映 级 数 的 第 ， 中 的 积分 为 工 , 我 们 要 信 计 艺 、 将 区 间 [0， 2z) 
等 分 为 个 小 区 间 [。 耿 ， (1 于) (8-0, 1 sy 记 到 一 


EN [2 于 ， 0 则 加 = 可 十 可 十 下 十 如 ,1 必 有 一 个 及 


| 也 | > 型 ， 因 此 


7, >| | 3 CA oxp (— yawpy) exp (fre) | 
Bos | K= 


{ JI 
pro k=1 


记 引 理 寺 最 后 的 积分 大 于 


OTET (CaF+it 十 04m) , 
时 s- 坟 总 十 pxlm, 1B1),C(p) ~2/VET7E， 则 从 等 式 得 到 
“所 要 的 不 等 式 (D). 
当 ms<m<wnp+l 时 ， 
= |. ls Ss) ao < (Flap roe))) do 
< 人 Dp (1)?at (a 十 … 十 Co )。 


”因此 , 假如 fs] 在 Ta( 召 ) 中 收 伍 , 那 末 结 合 a2.41 十 … 十 qs, 到 上 
”， 面 所 得 的 不 等 式 (了 ), 我 们 见 到 {S,(%)} 在 严 ( 吾 ) 中 收敛 ， 
定理 的 证 明 , 可 以 通过 下 面 的 不 等 式 
四 (总 呈 


ba 
0 drP (Kv— oy) 


<Um, E, p, p) | > dw} 

来 完成 , 这 里 p>0, 
设 1<p<2, 则 当 {5% (2)} 在 ZIP(B) 中 收 和 伍 时 ,对 于 吕 <mcwwtz 
:nn 
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所 以 , To(w)/4, 在 点 集 召 上 , 以 人 ( 玉 ) 的 情况 ,收敛 于 0 {7,(2)/4} 


第 八 章 一般 的 三 角 级 数 
人 ao -ss py) <(], HOPLAGTTAY 


+ 人 (| so) — 8,0) rao), 
第 一 项 是 o(D)， 第 二 项 不 大 于 
| 
Go Iso) -so 
< (Zn) (ogit eet) 
V2r 0 (Np41 — Nx, 五 ， 8, 为) 
1 
x 化 各 QP (pL— 0,) sz . 
这 也 是 o[ 了 D. 由 是 ,{Ss(a)} 在 Lr(B) 中 也 收 全 
又 从 不 等 式 (<m<rwuxl 的 话 ) 
[50) -Se 人 Ts Gobnat et) Si pro 6), 


xz 一 和 一 个 人) | 
可 以 证 明 ，{5%(z)} 在 召 上 的 度量 收敛 含有 {S,(z)} 在 加 上 的 度量 


收敛 ， , 
.余下 的 证 明 是 要 建立 (II)， 假 如 (1) 不 是 真理 , 那 末 必 有 人 seo， 


多 项 式 . 
SY p(ko—o) =T,(w) 


KE=Netl 


和 {适合 于 和 和 oo 以 及 
4=( 3 > a) > 人 逐 am 


对 于 一 定 的 mm 我 们 假设 Wstr> 如 EA 那 末 2 (2) 与 Te 
的 项 不 相 重 选 了 ， 由 于 


人 7 
EB 


4 


站 -oD (00), 


第 


bs a 网 a 


ed et 


PT = i Da 
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中 必 有 子 列 {slw)/ 4 在 召 上 概 敛 于 .0， 由 耶 各 洛 夫 的 定理 , 至 中 


. 穿 在 正 测度 的 点 集 Bi 在 轧 上 {T(z)/Aw} 勾 敛 于 0 


让 [7% | -eolD, 


sop 


由 不 等 式 (2)， 


W $Y do0m, (BY), Wo) lao 


O00m, (Bil) VIBEled, 
除 以 4 即 得 <O5OCm， | |)VT 思 | eo。 当 9 很 大 时 ， 这 是 不 能 
成 立 的 。 从 而 (JD 成 立 。 定理 证 毕 . | 
系 设 mis 一 mw 二 0(1)， 假 如 {Sw(w)} 在 正 测度 的 点 集 上 是 有 界 
变 差 , 那 末 习 |ao|<co,， 并 且 {5,(z)} 在 [0, 2z] 上 概 具 有 有 界 变 差 性 . 
” 【证 明 }】 由 耶 各 治 夫 的 定理 ,我 们 不 坊 假设 {Sw(z)} 在 至 上 是 均 


勾 地 有 界 变 差 ; 这 就 是 说 , 了 15 (4) 一 Su(z) | 是 均匀 有 界 ， 因 此 ， 


Sf ls -Sn ds, <e， 
由 (DD, max(amsz，…，|ems|) 不 大 于 
NV [emer 十 … 十 [Ps<c| | ug (zz 一 oo)| am 


0 是 只 与 9 至 有 关 的 ， 由 是 可 知 王 la|<<OM。 


又 从 5 本 
Elo) tiple—o) ld lo loo) lade<o, 


知 [anp 《nw 一 aw)| 上 几乎 处 处 收敛 ， 系 的 证 明 完 毕 . 
下 面 是 却 泡 西 金 (B. 鲁 . Tanomwnn) 的 定理 (M. c6. 69, 1966). 
定理 2 设 


2 (hit lB VI < cc， ,9(0) = ( Ai cos hr + Bs sin Fw), 


py 2 log 8 一 co 
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时 , 也 org (nz 一 or) 概 收敛 ”. 
[证 明 】 这 是 泼 赖 斯 耐 的 定理 (第 三 章 8 3 定理 8) 的 拓 广 . 
取 自 然 数 的 增加 令 列 {mw}, 置 
gx (2) = 久 {4, cos i a ad 
D8) =p(t), BL) — prlt) 一 9 人 2)， 
SP(0) ~ Sorgele), SP 办 = 站 om 人 
利用 泌 赖 斯 耐 的 方法 来 证 明了 4sp (nw 一 ow) 的 概 收 敛 性 , 归结 于 估 
计 积分 |。 LSwo(e) 1dz， 这 里 nz) 是 一 个 取 自 然 数 值 的 可 测 汪 数 
| Siacs) 2) = SA (%) +S%(w), 


A,coy (vhr—vaxr) + B, sin (vhs— var) 
= (A, co0svar— B, sin vox) cos vk 
+ (B,cogsvart A, sin vor)sin pke 
=(y, £)1008 ph2+ (p, 8)3sin vhs, 
我 们 见 到 So 已 (z) = a guo) 


mtn HT) 


一 3 {ly, bk)1 cog vhs Cv, basin vhs}, 
利用 泌 赖 斯 耐 的 方法 ， 


i801ar< Bh |ats, Dicoviot (», asin vo|dz - 


< at, Di+ Go Dlogv) , 


0 加 光 西 金 原来 的 定理 ,是 对 于 级 数 于 anp (nz) 说 的 (av 一 0) ， 但 是 一 般 的 三 角 级 数 
不 能 写成 加 asp na) 的 形式 ， 又 对 于 p(s) 的 条 件 , 这 里 将 原来 的 瑟 《|4z| 十 13i|) <oo, 汪 
入 了 因 于 WE。 


wwede 


，” 它 小 于 一 个 绝对 常数 Oi. 
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由 于 (vw, 2) i <2(|4,| 十 1B,|)”， 所 以 众 上 式 得 到 


[ls jae 加 dal BD (Boog) 


+ 人 (14,1 + BD) vies( Doet) 


另 一 方面 
8,0 1 =| 党 orlbe)| 
<lal| Bt, po | 

这 里 的 mw, 除了 mr + co 而 外 ,还 没有 其 他 的 规定 ; 现在 假设 


po et 上 ee 3 1 为 2 
Ca 085 F | 4 十 如) <eco， 


mixt 


从 而 
hs lar< Bef2r, DL, DI. DO} 
0 . k=1 w= 二 1 


<6 六 |, 训 ,(+D] 
-6 dlogh0, 0 
总 结 起 来 , 对 了 于 任何 可 测 函 数 wz),， 成 立 着 
人 18uo(olae<C+Cs<oe. 


因此 于 og (ng 一 aw) 概 敛 。 定理 2 证 明 完 毕 . 
假如 一 切 o 都 是 0, 那 末 从 定理 2 的 证 明 可 以 见 到 . 条 性 
TA:l+1B:|) Viogh<o0 
中 的 M5EF 因子 是 多 余 的 ， 由 是 可 述 
系 1 假设 wp(z) = 了 (4x cos Hz 十 Brsin kz) 是 一 绝对 收敛 级 孝 , 那 


来 当 卫 中 log 收敛 时 ， 之 asp9(mz) 概 收 伍 . 


乙 设 {mx} 和 也 是 如 下 两 个 自然 数列 ; wx 1 cc， Lmink, 
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wlz) 与 wlw) 是 两 个 正 值 增加 鸥 数 ， a 


logh (6 Zi 十 Olulk)), 


二 二 


re tt ky 0 (h)), 


那 末 当 加 品 w(#) 和 刁 ( 民 十 Bw(h) 都 收 化 时 , 瑟 ang (nz) 概 收敛 ;， 
这 里 
y(t) 一 并 (4 cos het Bi sin Fr). 
【证 明 】 从 第 一 个 条 件 ,我 们 见 到 忆 品 了 一 OD. 因此 ,号 吐 w() 
oo 合 有 甩 咏 10g<co， 由 是 


Sb lar<0 六 (41+1B,) Ylogt 
0 p= 站 


<0V 马 a? 10¢g. 4 1/w(p) =Oov EY ou (hh) < Os, 


， > z 
ls) la Bla Ww 说 (4P+ 1 可 


-0 V(tB( z+" 二 


<0" VECBTFEBIVY) <O. 

从 而 
| IS) ld 0s+ 0 
证 明 完 毕 , 

关于 续 项 级 数 对 orp(mie) 的 概 收敛 ,加 泡 西 金 证 得 下 述 

定理 3 设 p(2) 一 卫 (4icos hz 十 Besin br) 是 一 个 绝对 收 施 级 数 ， 
则 当 mwuraymzz9>1 世态 <oo 时 ,级 数 荆 tplmmz) 概 收敛 . 

【证明 】 由 第 三 章 $7 定理 1( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 定理 ), 级 数 


Sila,cosn ps, Fla, ginn,ky 
p=1 p=1 
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在 (0 下) (从, 健 ), ( 笃 ， er) … 中 都 是 概 收敛 ， 从 而 它们 在 
(9，2m) 上 概 收敛 ， 对 于 任 一 正 数 s(e< 相 ,存在 函 | 百 |>2r 一 在 
EL. | 
| | on br | <M— M(e)， 


由 是 ,在 召 上 成 立 着 


SF arg tne) = > {4,、 ar oo mbt Bi arsin mv 


We 


”因此 马 orplrmw) 在 吾 上 收敛, 在 (0, 2m) 上 概 收 化 证 明 完 毕 . 
”定理 3 中 关于 y(2) 的 三 角 级 数 的 假设 ,可 用 w(x) 的 连续 模 的 性 
项 来 代 圭 : 
定理 竺 设 pfz+2m)= 一 2(2) 的 连续 模 


op, t) =0(1og 4) (%>3), 人 po)az=o 


ei 1 ge , dr 


k ，” 风 当 广 红 过 00, mwrz/rx 之 9 之 1 时 , 级 数 arp Owr) 概 收敛 . 

” 【证明 ]” 假设 | 人 p(s | 在 [0, 2mq 上 的 最 大 值 是 二 当 4>0 时 ， 
i | vm)ae=t) "plat 
国 


-去 上 pa (Qe<2n)- 
a 的 绝对 值 不 大 于 1/mw， 从 而 当 +>oo 时 ， 
a > > 二 CA i woJda| <[ 习作 避 mr -060r9， 
| 设 h=mnzhh, 那 末 上 式 右 端 是 ol%), 并 且 | 
p32 | ploma) d= or | 一 {pnt) —p nero)}dr+ ON), 
由 于 
人 {9p (nay) —p(neao) yde| < 二 | op tdi< hw (g, hrw), 


*》 这 里 添加 (级 数 号 wp (ns) 是 有 界 ?的 条 件 ， 详 见证 后 的 注 ， 
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“(9 让 )-o(0og -0( Ti) 


Sef oo-h0( 嵩 吉 ) DJyEDU 
总 结 起 来 ， 


所 以 


Ear] ”yw(mz)az=~0(O 
瑟 as| plm) dt 是 Lipi 中 的 一 个 函数 ， 由 于 号 arp mw) 的 有 界 性 ，- 


所 以 几乎 处 处 成 立 戎 
2 Ta | gp (区 ap= 了 wo 人 (ro)， 


定理 证 明 完 毕 . 

证 后 的 注 当 王 中 一 co，mprajoa3g>1T，o(o, + )-0(10g2)" 
(1> 吝 ) 时 ， 卫 arp (me) 在 La(0，2m) 中 收 全 于 一 个 函数 .g(2) € 
Ts(0, 2w)， 这 是 卡 起 (Kao)， 沙 勒 姆 (Salem) 和 齐 草 蒙特 的 定理 (1948 
年 的 TAMS 63)、 应 用 这 个 定理 , 我们 可 以 将 定理 4 简化 , 在 条 件 


aT 
Sa <o0, ri/ mg>1, | plr)dr=0, 


oo 9-0(m4)” (=) 
下 ,级 数 王 cu9 (mz) 概 收敛 .我 们 只 要 在 9g(z) 的 任 一 坦 贝 格 点 zo, 证 
明 级 数 卫 rp (mwo) 的 收敛 性 就 好 了 ， 现在 要 从 


lim 元 上 gvott) dt = ~—y (ro) 
得 到 了 arg(xzo) 一 9g(zo)， 对 于 s>0, 取 ” 使 
区 op 全-)-0( 避 1")< 计 ; 


» ,” Cp (rm%) —9(nezo) Jae | 


k=r—rs+1 


<romaxip|. max la 过 二 ) 
< 
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| » "| Ce I (4= 下) 


1 背 一 # 了 壮 


<< 豆 十 本 十 于 = (rT >ro), 


、 令 ?一 00, 我 们 见 到 EZ dp nyo) = 9 (zo). 

现在 要 间 。 在 上 述 情况 , 当 w(g, 1!) O(log 于 ) ”的 7 不 大 于 地 
.的 话 , 何 时 常 能 断言 了 q 知 (maz) 是 一 概 敛 的 级 数 ? 首先 证 明 

定理 号 设 g(z) 是 一 如 下 的 函数 


az=o， pc+D=ep(o)， 


站 
max gy | tp(z 干 六 一 pp)]aac 


四 < | 


ET 


一 ga (9, t)=0O (log +)" 0<n<l1, 


期 级 熬 马 虽 的 收敛 并 不 含有 荆 orp(2*0) 的 概 敛 ,事实 上 卫 arg(2*5) 
有 可 能 几乎 处 处 发 散 . 
【证 明 】 这 里 利用 拉 特 马 吼 的 函数 系 
rv) 一 Sigmnasin2rrw (下 一 1 2， 


”来 作出 概 散 的 级 数 .， 置 C 一 六 wor” 设 光 是 自然 数 ， 


ET 
Ne ' pas 
We Ye ee 


1 


oo E+ bk 
9(o)- 启 总 到 “> 2 ,C2) (vo=1, We 


ee. 


ar Ror) ), 
ou worl vr). 
机 我 们 证 明 级 数 asg 2:z) 几乎 处 处 发 获 ， 
[par=0, mo t=0(og7)". 
将 级 数 
PL) = > xs(z)， te 人 2) 一 22?- 二 [resta(2) 十 … 十 Yero(2)] 


人 
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分 成 三 个 部 分 ， 


pi) = 二 六 加) po() 一 当 轴 (0) pal) 一 吉 避 如 (2) 


来 讨论 ， 


设 p>0, 我 们 考虑 点 集 
B(p) =fee ro, 3， 六 op(28) >p0), 


Bu(p) = ze [0, 1], 


训 “m29|> 于 
EalD) ={2E10, 1, ap (90)>2p}, 
Be( 人 = 人 ee ro 本 ,| a,os(20) |>}. 

由 于 


30x 十 ZX 3 WOR oR 3 
| op)| < SY wz 四 | ， 
wx 中 1 wk 十 1 
px 二 VR Dur-t Va 
OF po)= DD Erslr) 
p=Ww#+1 EE 
(|é,| SW, Dp oA BE ), 
所 以 | 
Dx+ UR 29_2 ， 18 . 
zs pa 2) do< 南 20 dE 4 3 Gp 
同样 
>.-| | Plosl 
1 辟 -on Vari NN 并 
古 as sg ) )-0( 霹 ) 
由 是 可 知 


[Bp) | < 本 六 Fr 1Bn(9) 1 < 各 (C' 常数 ). 


但 是 主要 的 部 分 是 由 wa(z) 产生 ， 由 于 


js eh x ' 和 
人 


a 
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xO Dry 


> auga(2rz) — vs 和 OY p,m (0) 


: =Ww1+1 多 一 "十 卫 

i 这 , 一 Yh 一 各 by (Bti 2») 

和 ， i 一 > pT, Ci S$ (20 ») 人 (DnF1 区 ) 。 
、 ”我们 留意 hte 风 才 汪 过 宝生 于 本 > 到 的 一 切 点 


“所 成 点 集 ;其 测度 > 十， 因此 
Bop) |>1| Ep)), 


这 里 Bs(p) 一 {se 10, 1, rr (ote) >2p). 
由 于 |Ba(p)| ~0(D) (4->00), mate)| ~0(J) (h->o0), 所 以 当 
.2E lim sup Bn(p) 时 ,存在 加 一 机 (%) fco 使 
~ Wrst | 
: pa >P (3=1, 2, …)， 
”由 是 可 知 号 Qap(2"6) 在 点 4 发散 . 
级 数 概 散 的 证 明 归 结 于 阐明 点 集 
lim snp 如 MP) 


的 测度 等 于 i， 实 际 上 ,我 们 只 要 证 明 * 
ee llim sup Bia(p)|=1 (p>0) 
.就 好 了 ， : 
点 集 lim gop hal p) 的 测度 ， 当 >oo 时 赵 近 于 的 根据 是 在 
ea Ww>0). 


lim|{ TELO, 1], 0 >- 入 a 


这 是 (概率 论 ) 中 心 极限 定理 的 一 个 应 用 ; i ~ 3 的 出 来 是 在 
MTT 二 十 六 一 -= 三 (140(1)), 


如 ,at 四 中 的 ?ol 的 F 标 2E [ty 十 2 204 了 204J， 当 kW 肝 ，Bk,2( 及 与 Ex,stp) 的 con 
炖 不 相 重 的 ， 从 而 fraG)]} 的 上 限 点 集 的 测度 等 于 1 


4108 第 八 章 一 般 的 三 角 级 数 
地 外 ,我 们 见 到 ， -2 Voit? oo0, 


| Go) =0; jr Waco 


当 2-"i<6<2 时 ， 5) < Wa (Fp, 2 ee < Wg 《9， 4 *:), 这 里 
de2r<dett1l 写 着 pf(o) = 二 cp7x(%), 那 末 


Jeet) pCe) lds 
-2| (odz—2| 信 Cty (w+h) 。 pt (2) jw 
2 3 df) mot)r(e)ae) : 
Bars 总 -Raoronaja 
<2 + 
二 信 4+… 一 mm 一 [各 10g 当 | 一 那 末 m< 吝 0-D) < 
2 一 0(1/ 5)， 从 而 , 当 4 过 2<4eH 时 ， 
az(g， a. (m+1= [3 log 3]) 
=0(2"Et BD) O(n) 
-o0 -oned)™ 


wlp, 5) —0((1e 5) ). 


可 点 集 . 362 

和 一 次 导数 349 
; 三 画 

三 角 级 数 的 对 集 和 也 集 360 

期 级 数 的 楼 360 

三角 级 数 的 核心 360 

7 三 角 角 数 的 度 基 收敛 398 

+ ， 三角 函 数 系 的 更 序 82 

: ”三角 积 分 367 

三 月 积分 的 也 集 367 . 

:三 线 定理 228 

” 凡 密 肥 普 (van der gorput) 的 引 理 193 

” 马尔 可 夫 (A. A. MaproB) 341 


马 辛 基 维 斯 (J. Marcinkiewicz) 
22, 247 ,818 ,381 ,325 ,366 


村 马 认 基 维 斯 的 w(t) 平均 连续 性 26 


， 马 六 基 维 斯 的 标 北 定 理 30 
全 和 四 本 

”毛利 益 (@. Mopan) 4 

全 地 (Ghaundy) . 105 

内 罕 ( 蕊 . Neder) 10 

丹 独 利 (K. Tandori) 45 

网 钮 希 各 夫 (A. A. EogRmEOB) 138,148 

贡 轴 斯 坦 的 和 255 


执 野 斯 起 的 定理 . 212. 


中 


路 转 斯 坦 不 等 式 

王 兴 华 

不 飞 暑 的 数列 

还 所 的 定理 (OG. Pisoty 

匹 所 的 数 

车 比 雪 尖 (6Kmes) 多 项 式 

到 尔 许 (Walsh) 泡 数 系 

宾 伊 耳 (H. Weyl) 

瓦 伊 卫 因子 

瓦 作 耳 函 数 

巴 利 (这 . 及 、Bapay 

巴 登 还 {Banach) 的 定理 

巴 条 赫 - 斯 太 因 京 斯 人 Stein- 
haus) 定 理 


3 到 
打 控 良 (A. A. TaxauaH) 
凸 性 定理 


. 巴 几 数列 


是 性 的 增加 函数 
对 称 完全 集 
加 泡 西 金 (B. 对 . TaTomgHH) 


212 

270 

238 

374 

373 

331 ,401 
76 


76,83 


229,282 
“142 


169 
373 
407,410 


尼 可 里 斯 基 (Hagoxgcgz 首 ) 的 不 等 式 145 


， 讨 林 (G. OQ, Thorin} 


立 路 杀生 知人 Zittlewcod) 
立 噶 尔 和 伍德- 配 赖 函数 
户 爹 CILYam6) 

卢 金 的 问题 

卢 金 的 等 级 数 

声 庆 骏 


229 


Pr er mmemniercomer 


di 


418 过 


引 区 

卡拉 马 太 {Karamata) 302 
卡 起 (区 ab ， 沙 芋 姆 ， 齐 革 误 特 的 定理 412 
卡 勒 曼 (T. Oarleman) 95 
叶 菲 莫 夫 (Emop) ”171,372, 302 
岛 里 雅 诺 夫 {H- 了 I. ynmpngoa) 

39 ,44,46,51,66,69 
鸟 里 雅 诺 夫 -斯 捷 切 金 的 等 式 404 
皮 亚 捷 兹 基 - 和 夏 皮 罗 (IIarentzii- 

IIarzrpo) 364 
代数 的 整数 873 
六 画 
优 限 点 集 | 91 
优越 函数 310 
伐 伊 斯 (M. Weiss) 182 
伐 伊 尔 积分 188 
伐 须 ~ 普 山 (de la Vallée-Poussin) 224. 
伐 奈 - 普 山 的 示 等 式 267 
伐 赖 - 普 山 的 引 理 357 
- 伐 喜 - 普 山 的 定理 354 
多 密 起 (Tomiéd) 308 
乔 立夫 Gollito) 105 
亚 光 滑 189 
西 童 (Sidon》 102 
齐 革 药 特 (Z7ygmund)} 156, 327 ,366 
许 瓦 兹 (Schwarz) 的 不 等 式 227 
许 友 雍 引 理 . 351 
光滑 模 l 253,260 
光滑 模 区 间 253 
同等 收 笋 367 
. 狂 浪 (P. Puriny 131 
阶梯 函数 194,218,229 
动 点 平均 : 216 

七 各 
杜 : 波 阿 ' 雷 蒙 (Du Bois Reymond) 的 
问题 354 
李 普 希 兹 (Dipschitz) 函 数 族 136 
杨 格 (W, H. Young) - 116 
杨 格 的 三 角 级 数 - 358 


杨 格 - 吉 斯 多 让 的 定理 829 


氢 凸 的 数列 105 
希 伍德 (Heywood)》 116 
狄 里 克 菜 楼 105 
系数 同 模 156 
系数 等 式 204 
陈 永 馈 (Chen Yung-Ming) 119,124 
陆 静 斯 基 (CG. M. Josugcaz#} 337, 842 
阿达 马 (HaQamard) 137 
阿 鱼 秋 仰 (ApyTiogaH) 76 
沙巴 多 西 (再 .Ca6agormr》 337 ,343 
沙 勒 姆 (有 . Salemy 30,169,373 
” 克 脱 贾 ( 次 Qttner) I3 
”更 序 级 数 - 39 
劳 蛮 生 (M. M. Robertsony 117,119 
连续 性 模 171 
连续 模 243 
别 尔 选 晓 夫 (B. H. Bepmraumea》 .171,181 
别 尔 曼 ( 了 I. IT. Bepmaa) 331,334 
八 画 
拉 起 曼 (A. Rajchman) 362,366 
拉客 朗 日 插值 多 项 式 | 320 
拉 特 马 吼 (Fadaemacher) 男 数 57 
拉 特 马 吼 的 函数 系 76 
拉 普 拉 斯 运算 子 . ”250 
范 数 ， 229 
和 的 主权 部 分 196 
定 比 对 称 点 集 | 378 
法 克 (Faber) ; : 321 
.法 都 (P. Fatou) 的 问题 ，. i1-: 
， 波 斯 <Boa9) 的 不 等 式 112 
小 蒜 斯 前 (IImecrzep) 16,408 
采 妆 (区 . Zeller) 定 理 37 
”周期 函数 级 数 404 . 
”线性 变换 165 


桓 孝 去 人 E. Menpmos) 


39,66,75,371, 379， 384,893 


昔 孝 夫 - 拉 特 马 顺 的 定理 54 
薄 孝 夫 的 连续 函数 83 
罗 伦 兹 (GQ. Q. Lorentz) 136 
非 整 数 次 的 导 函 数 . 189 


et A 


: 
; 
| 
+ 


非 整 数 次 的 积分 、 


189,192 
邢 各 洛 夫 (可 . 中, EropoB) 390,407 
九 画 
度量 的 上 (下 )7 限 393 
。 放量 的 下 限 函 数 392 
… 诺 是 收敛 398 ,404 
度量 概 间 393 
奢 特 (E. 8, Quade) 222 
_ 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (4， H, Kormmorope3) 
4,20,22,410 
、， 速 伍 级 数 361 
ff- 勤 拉 许 克 (Blaschke) 乘积 285 
一 济 受 CI. 人 TaH) 263 ,303 ,311 
_… 费 耶 (Fejér) 核 | 30, 105 
.. 苔 尔 (Haar) 40 
“, 险 尔 的 钞 数 系 4 和 ,75 
、 哈 戴 (Eardy)- 立 陪 尔 伍德 的 定理 ”109 
。 险 戴 - 立 脱 尔 伍德 的 级 歼 193 
， 哈 戴 - 次 各 挣 斯 基 (Rogcsinski) 30 ,33 
“ 派 司 伐 尔 等 式 304 
~ 点 集 Bo 366 
a - 十 画 
“” 准 殉 的 收敛 因子 46 
.7 荣 堆 斯 基 人 .Zohoraki) 89 
着， 海尔 松 (再 . Helson) 129 
.二 配 蒜 (Pale7) 98,102,158 
“和 配 粮 - 西 童 的 定理 . 102 
也 赖 - 齐 划 蒙特 的 定理 156 
i 十 一 画 
人 康 托 {Q. Cantor) 的 问题 353 
… 康 托 的 完全 点 集 363 
。 克 里 亚 戈 夫 斯 基 (TemagOBCKFE6) 
107,111 ,309 
” 培 耳 曼 (R, Bellman) 148 
， 菲 秀 (E. Fisher) 156 
甘 西 0. Kam) 337 ,343 
基底 39 
253 


: 脱 利 古 韦 (P.M. Tpnry6) 


案 引 
敏 可 夫 斯 基 不 等 式 213, 241 
敏 可 夫 斯 基 的 定理 376 
跃进 的 数列 238 
十 二 画 
语 理 谋 系 数 95 
窝 理 埃 变 换 186 
富 理 埃 - 斯 蒂 耳 吉 司 级 数 128 
富 缠 尼 (Eubini) 19 
短 级 数 的 凸 性 定理 232 
插值 甩 近 法 320 
普 阿 松 的 系数 总 和 公式 186 
亡 朗 瓦 (T, H. Gronwall) 102 
最 佳 逼近 208 
.最 佳 巡 近 的 偏差 260 
等 度 收 合 394 
斯 坦 豪 斯 1H, Steinhaus) 131 
斯 带 耳 吉 司 -定理 埃 系 数 130 
斯 捷 切 金 (Cregxrn) 10,96,104 
斯 捷 急 金 的 引 理 315 
斯 捷 团 金 的 定理 | 267 
斯 捷 切 金 - 乌 里 雅 诺 夫 的 定理 398 
距离 208 
十 三 本 
概 座 392 
物 沙 夫 (Baycor) 303 
- 福 拉 贸 曼 :Phragme6n)- 林 特勤 夫 
(Lindelsf) 定理 228 
:十 四 画 
赛 干 (Szeg6) 212 
赫 尔 密 (HE6ider) 不 等 式 229 ,233 ,252 
赫 利 (Helly) 128 
| 十 五 画 
歼 曙 的 理论 349 
黎 螺 和 350 
黎 曼 函数 358 
名 斯 不 等 式 144 
黎 斯 基 遍 57 


419 


黎 斯 - 非 秀 定理 
整 函 数 
颜 善 不 等 式 


| 十 七 画 
项 克 极 (了 D. Jackson) 


159 
260 
242,327 


270 


